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Предисловие

Книга является методическим пособием для учителей, веду-
щих уроки геометрии в 10—11 классах по учебнику Л. С. Ата-
насяна, В. Ф. Бутузова, С. Б. Кадомцева, Л. С. Киселёвой,
Э. Г. Позняка. Она написана в соответствии с методической
концепцией учебника, нацеленного на достижение учащимися
тех результатов обучения, которые прописаны во ФГОС как тре-
бования к освоившим основную образовательную программу ос-
новного общего образования. Это относится как к предметным
результатам, т. е. к получению и накоплению учащимися гео-
метрических знаний, так и к не менее важным метапредметным
и личностным результатам, включающим умение применять по-
лученные знания в практической деятельности, способность к
творческой работе, стремление к получению образования более
высокого уровня, всестороннее развитие личности.

Учебник можно использовать как на базовом, так и на
углублённом уровне изучения математики.

Ниже приведено примерное тематическое планирование
учебного материала по геометрии для каждого из двух уровней
(базового и углублённого). Вслед за этим даны рекомендации
по проведению уроков по каждой теме: сформулированы задачи
уроков, обсуждается примерный план их проведения,
приведены комментарии по вопросам теории, решения
некоторых задач из учебника, задания для самостоятельных и
контрольных работ, образцы слайдов, карточки-задания для
проведения зачётов по разным темам.

Поурочное планирование ориентировано на тот вариант,
когда на геометрию отводится два часа каждую неделю (всего
68 часов за учебный год). Но приведённые рекомендации
пригодны и для базового уровня, когда на каждую тему
отводится меньше времени. Теоретический материал и задачи,
не являющиеся обязательными на базовом уровне, отмечены в
тексте учебника. В тех классах с углублённым изучением
математики, где на геометрию отведено три часа в неделю,
дополнительное время можно посвятить разбору задач
повышенной трудности, а также изучению дополнительного
материала по планиметрии, содержащегося в главе VIII.

Изучение курса стереометрии должно базироваться на
сочетании наглядности и логической строгости. Опора на нагляд-
ность — непременное условие успешного усвоения материала,
и в связи с этим нужно уделить большое внимание пра-
вильному изображению на чертеже пространственных фигур.
Хотя правила изображения приведены в конце учебника в При-
ложении 1, с самого начала необходимо показывать учащимся,
как нужно изображать те или иные фигуры, поскольку при
работе по данному учебнику уже на первых уроках появляются
куб, параллелепипед, тетраэдр.
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Однако наглядность должна быть пронизана строгой логи-
кой. Курс стереометрии предъявляет в этом отношении более
высокие требования к учащимся. В отличие от курса планимет-
рии здесь уже с самого начала формулируются аксиомы о взаим-
ном расположении точек, прямых и плоскостей в пространстве,
и далее изучение свойств взаимного расположения прямых и
плоскостей проходит на основе этих аксиом. Тем самым задаётся
высокий уровень строгости в логических рассуждениях,
который должен выдерживаться на протяжении всего курса.

Теоретический материал в учебнике изложен доступно для
большинства учащихся. Это способствует решению важной
педагогической задачи — научить работать с книгой. Те или
иные разделы учебника в зависимости от уровня подготов-
ленности класса учитель может предложить учащимся для
самостоятельного изучения.

Важная роль при изучении стереометрии отводится зада-
чам. Учебник содержит большое количество разнообразных по
трудности задач, что даёт возможность осуществить индиви-
дуальный подход к учащимся, в частности организовать работу
с наиболее сильными, проявляющими интерес к математике.

Как при изучении теоретического материала, так и при ре-
шении задач полезно использовать слайды. Они дают возмож-
ность вести работу одновременно с большим числом учащихся,
вовлекать их в активное обсуждение рассматриваемых вопро-
сов, контролировать усвоение изучаемого материала.

Учителю следует иметь в виду, что все приведённые в книге
рекомендации являются примерными, их не нужно рассмат-
ривать как обязательные. В зависимости от уровня матема-
тической подготовки учащихся конкретного класса учитель
может и должен вносить коррективы в предлагаемые рекомен-
дации по проведению урока, по подбору заданий для классной
и домашней работы.

Для подготовки математических диктантов, самостоятель-
ных и контрольных работ можно использовать также следующие
пособия издательства «Просвещение»: 1) Б. Г. Зив «Дидактиче-
ские материалы.  10 класс»; 2) Б. Г. Зив «Дидактические матери-
алы. 11 класс»; 3)  Б. Г. Зив, В. М. Мейлер, А. Г. Баханский «За-
дачи по геометрии. 7—11 классы». Далее первые две книги будут
упоминаться как [1] и [2].

На всех уроках геометрии нужно исходить из того, что
изучение этого предмета направлено не только на достижение
предметных целей — знакомство с различными геометрически-
ми фигурами и их свойствами, развитие пространственного во-
ображения, но и на решение более важных задач, определённых
ФГОС , — формирование личности учащегося, развитие его логи-
ческого мышления, умения ясно, точно и обоснованно излагать
свои мысли и утверждения, всестороннее развитие творческих
способностей учащихся.
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Примерное тематическое планирование
учебного материала

Б А З О В Ы Й  У Р О В Е Н Ь 

10 класс

На изучение тем по геометрии отводится 54 ч, из них
на заключительное повторение вопросов параллельности
и перпендикулярности прямых и плоскостей — 5 ч.
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№ урока Содержание учебного материала

Введение. Аксиомы стереометрии и их следствия (4 ч)

1

2
3, 4

Предмет стереометрии. Аксиомы стереометрии
(пп. 1, 2)
Некоторые следствия из аксиом (п. 3)
Решение задач на применение аксиом стереомет�
рии и их следствий. Самостоятельная работа № В.1
(20 мин)

Глава I. Параллельность прямых и плоскостей (15 ч)

§ 1. Параллельность прямых, прямой и плоскости

5

6
7, 8

Параллельные прямые в пространстве. Парал�
лельность тр х прямых (пп. 4, 5)
Параллельность прямой и плоскости (п. 6)
Повторение теории, решение задач на парал�
лельность прямой и плоскости. Самостоятельная
работа № 1.1 (15 мин)

§ 2. Взаимное расположение прямых в пространстве. Угол
между двумя прямыми

9
10

11—13

Скрещивающиеся прямые (п. 7)
Углы с сонаправленными сторонами. Угол между
прямыми (пп. 8, 9)
Повторение теории, решение задач. Контрольная
работа № 1.1 (20 мин)

§ 3. Параллельность плоскостей

14, 15 Параллельные плоскости. Свойства параллельных
плоскостей (пп. 10, 11)



Продолжение
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№ урока Содержание учебного материала

§ 4. Тетраэдр и параллелепипед

16—18

19

Тетраэдр. Параллелепипед (пп. 12, 13). Задачи на
построение сечений (п. 14). Повторение теории,
решение задач. Контрольная работа № 1.2
Зач т № 1 по теме «Параллельность в простран�
стве»

Глава II. Перпендикулярность прямых и плоскостей (18 ч)

§ 1. Перпендикулярность прямой и плоскости

20

21

23, 24

Перпендикулярные прямые в пространстве. Парал�
лельные прямые, перпендикулярные к плоскости
(пп. 15, 16)
Признак перпендикулярности прямой и плоскости
(п. 17)
Теорема о прямой, перпендикулярной к плоскос�
ти (п. 18). Решение задач на перпендикулярность
прямой и плоскости. Самостоятельная работа
№ 2.1 (15 мин)

§ 2. Перпендикуляр и наклонные. Угол между прямой и
плоскостью

25

26
27—30

Расстояние от точки до плоскости. Теорема о тр х
перпендикулярах (пп. 19, 20)
Угол между прямой и плоскостью (п. 21)
Повторение теории. Решение задач на примене�
ние теоремы о тр х перпендикулярах, на угол
между прямой и плоскостью. Самостоятельная
работа № 2.2 (15 мин)

§ 3. Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей

31, 32

33, 34
35
36, 37

Двугранный угол. Признак перпендикулярности двух
плоскостей (пп. 22, 23)
Прямоугольный параллелепипед (п. 24)
Повторение теории и решение задач
Контрольная работа № 2.1. Зач т № 2 по теме
«Перпендикулярность прямых и плоскостей»

Глава III. Многогранники (12 ч)

§ 1. Понятие многогранника. Призма



Продолжение

Б А З О В Ы Й  У Р О В Е Н Ь 

11 класс

На изучение тем по геометрии отводится 54 ч, из них
на заключительное повторение — 8 ч.
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№ урока Содержание учебного материала

38—40 Понятие многогранника. Призма (пп. 27, 28, 30).
Самостоятельная работа № 3.1 (15—20 мин)

§ 2. Пирамида

41—44 Пирамида. Правильная пирамида. Усеч нная пи�
рамида (пп. 32—34). Самостоятельная работа № 3.2
(15—20 мин)

§ 3. Правильные многогранники

45—47

48, 49

Симметрия в пространстве. Понятие правильного
многогранника. Элементы симметрии правильных
многогранников (пп. 35—37). Теорема Эйлера
(п. 29*)
Контрольная работа № 3.1. Зач т № 3 по теме
«Многогранники. Площадь поверхности призмы и
пирамиды»

Заключительное повторение тем геометрии 10 класса (5 ч)

50, 51

52, 53

54

Аксиомы стереометрии и их следствия. Парал�
лельность прямых и плоскостей
Перпендикулярность прямых и плоскостей. Мно�
гогранники
Заключительный урок�беседа по курсу геометрии
10 класса

№ урока Содержание учебного материала

Глава IV. Векторы в пространстве (5 ч)

§ 1. Понятие вектора в пространстве

1 Понятие вектора. Равенство векторов (пп. 38, 39)



Продолжение
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№ урока Содержание учебного материала

§ 2. Сложение и вычитание векторов. Умножение вектора на
число

2, 3 Сложение и вычитание векторов. Сумма несколь�
ких векторов. Умножение вектора на число
(пп. 40—42)

§ 3. Компланарные векторы

4, 5 Компланарные векторы. Правило параллелепипе�
да. Разложение вектора по тр м некомпланарным
векторам (пп. 43—45)

Глава V. Метод координат в пространстве (15 ч)

§ 1. Координаты точки и координаты вектора

6

7, 8

9—11

Прямоугольная система координат в простран�
стве (п. 46)
Координаты вектора (п. 47). Самостоятельная ра�
бота № 5.1. Связь между координатами векторов
и координатами точек (п. 48)
Простейшие задачи в координатах (п. 49).
Самостоятельная работа № 5.2

§ 2. Скалярное произведение векторов

12, 13

14

15, 16

Угол между векторами. Скалярное произведение
векторов (пп. 50, 51)
Вычисление углов между прямыми и плоскостями
(п. 52). Повторение вопросов теории и решение
задач. Самостоятельная работа № 5.3
Уравнение плоскости. Расстояние от точки до
плоскости (п. 53*)

§ 3. Движения

17, 18

19, 20

Центральная симметрия (п. 54). Осевая симмет�
рия (п. 55). Зеркальная симметрия (п. 56). Парал�
лельный перенос (п. 57)
Контрольная работа № 5.1. Зач т № 5 по теме
«Метод координат в пространстве»



Продолжение
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№ урока Содержание учебного материала

Глава VI. Цилиндр, конус и шар (10 ч)

§ 1. Цилиндр

21—23 Понятие цилиндра. Площадь поверхности цилиндра
(пп. 59, 60). Самостоятельная работа № 6.1

§ 2. Конус

24—26 Понятие конуса. Площадь поверхности конуса.
Усеч нный конус (пп. 61—63)

§ 3. Сфера

27—30 Сфера и шар. Уравнение сферы. Взаимное рас�
положение сферы и плоскости. Касательная
плоскость к сфере. Площадь сферы (пп. 64—68).
Контрольная работа № 6.1 (15 мин)

Глава VII. Объ мы тел (16 ч)

§ 1. Объ м прямоугольного параллелепипеда

31—33 Понятие объ ма. Объ м прямоугольного парал�
лелепипеда (пп. 74, 75). Самостоятельная работа
№ 7.1

§ 2. Объ м прямой призмы и цилиндра

34, 35 Объ м прямой призмы. Объ м цилиндра (пп. 76, 77)

§ 3. Объ м наклонной призмы, пирамиды и конуса

36—39 Вычисление объ мов тел с помощью определ н�
ного интеграла. Объ м наклонной призмы. Объ м
пирамиды (пп. 78—80). Самостоятельная работа
№ 7.2. Объ м конуса (п. 81)

§ 4. Объ м шара и площадь сферы

40—44

45, 46

Объ м шара и его частей. Площадь сферы
(пп. 82—84)
Контрольная работа № 7.1. Зач т № 7 по теме
«Объ мы тел»



Продолжение

У Г Л У Б Л Н Н Ы Й  У Р О В Е Н Ь (2 ч в неделю) 

10 класс

На изучение тем по геометрии отводится 68 ч.
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№ урока Содержание учебного материала

Заключительное повторение при подготовке учащихся к
итоговой аттестации по геометрии (8 ч)

47

48
49

50, 51

52
53, 54

Аксиомы стереометрии и их следствия. Парал�
лельность прямых, прямой и плоскости. Скрещи�
вающиеся прямые. Параллельность плоскостей.
Перпендикулярность прямой и плоскости. Теорема
о тр х перпендикулярах. Угол между прямой и
плоскостью
Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей
Многогранники: параллелепипед, призма, пирами�
да, площади их поверхностей
Векторы в пространстве. Действия над векторами.
Скалярное произведение векторов
Цилиндр, конус и шар, площади их поверхностей
Объ мы тел

№ урока Содержание учебного материала

Введение. Аксиомы стереометрии и их следствия (5 ч)

1

2
3—5

Предмет стереометрии. Аксиомы стереометрии
(пп. 1, 2)
Некоторые следствия из аксиом (п. 3)
Решение задач на применение аксиом стереомет�
рии и их следствий. Самостоятельная работа № В.1
(20 мин)

Глава I. Параллельность прямых и плоскостей (19 ч)

§ 1. Параллельность прямых, прямой и плоскости

6

7
8—10

Параллельные прямые в пространстве. Парал�
лельность тр х прямых (пп. 4, 5)
Параллельность прямой и плоскости (п. 6)
Повторение теории, решение задач на парал�
лельность прямой и плоскости. Самостоятельная
работа № 1.1 (15 мин)



Продолжение
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№ урока Содержание учебного материала

§ 2. Взаимное расположение прямых в пространстве. Угол
между двумя прямыми

11
12

13—15

Скрещивающиеся прямые (п. 7)
Углы с сонаправленными сторонами. Угол между
прямыми (пп. 8, 9)
Повторение теории, решение задач. Контрольная
работа № 1.1 (20 мин)

§ 3. Параллельность плоскостей

16, 17 Параллельные плоскости. Свойства параллельных
плоскостей (пп. 10, 11)

§ 4. Тетраэдр и параллелепипед

18, 19
20, 21

22
23, 24

Тетраэдр. Параллелепипед (пп. 12, 13)
Изображение пространственных фигур (Прило�
жение 1). Задачи на построение сечений (п. 14)
Повторение теории, решение задач
Контрольная работа № 1.2. Зач т № 1 по теме
«Параллельность в пространстве»

Глава II. Перпендикулярность прямых и плоскостей (20 ч)

§ 1. Перпендикулярность прямой и плоскости

25

26

27

28—30

Перпендикулярные прямые в пространстве.
Параллельные прямые, перпендикулярные к
плоскости (пп. 15, 16)
Признак перпендикулярности прямой и плоскости
(п. 17)
Теорема о прямой, перпендикулярной к плоскости
(п. 18)
Решение задач на перпендикулярность прямой и
плоскости. Самостоятельная работа № 2.1 (15 мин)

§ 2. Перпендикуляр и наклонные. Угол между прямой и
плоскостью

31

32
33—36

Расстояние от точки до плоскости. Теорема о тр х
перпендикулярах (пп. 19, 20)
Угол между прямой и плоскостью (п. 21)
Повторение теории, решение задач. Самостоя�
тельная работа № 2.2 (15 мин)
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§ 3. Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей

37, 38

39, 40
41, 42
43, 44

Двугранный угол. Признак перпендикулярности
двух плоскостей (пп. 22, 23)
Прямоугольный параллелепипед (п. 24)
Повторение теории, решение задач
Контрольная работа № 2.1. Зач т № 2 по теме
«Перпендикулярность прямых и плоскостей»

Глава III. Многогранники (16 ч)

§ 1. Понятие многогранника. Призма

45—48 Понятие многогранника. Призма (пп. 27, 28, 30).
Площадь прямоугольной проекции многоуголь�
ника. Пространственная теорема Пифагора (п. 31*).
Самостоятельная работа № 3.1 (15—20 мин)

§ 2. Пирамида

49—53 Пирамида. Правильная пирамида. Усеч нная пи�
рамида (пп. 32—34). Самостоятельная работа
№ 3.2 (15—20 мин)

§ 3. Правильные многогранники

54—58

59, 60

Симметрия в пространстве. Понятие правильного
многогранника. Элементы симметрии правильных
многогранников (пп. 35—37). Теорема Эйлера
(п. 29*)
Контрольная работа № 3.1. Зач т № 3 по теме
«Многогранники»

Заключительное повторение тем геометрии 10 класса (8 ч)

61, 62

63, 64
65—67

68

Аксиомы стереометрии и их следствия. Парал�
лельность прямых и плоскостей
Перпендикулярность прямых и плоскостей
Многогранники. Площади боковых поверхностей
призмы и пирамиды
Заключительный урок�беседа по курсу геометрии
10 класса
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Глава IV. Векторы в пространстве (7 ч)

§ 1. Понятие вектора в пространстве

1 Понятие вектора. Равенство векторов (пп. 38, 39)

§ 2. Сложение и вычитание векторов. Умножение вектора на
число

2, 3
ких векторов. Умножение вектора на число
(пп. 40—42)

§ 3. Компланарные векторы

4, 5

6
7

педа. Разложение вектора по трём некомпла-
нарным векторам (пп. 43—45)
Повторение теории, решение задач
Зачёт № 4 по теме «Векторы в пространстве»

Глава V. Метод координат в пространстве (15 ч)

§ 1. Координаты точки и координаты вектора

8

9, 10

11—13

Прямоугольная система координат в пространстве
(п. 46)

бота № 5.1. Связь между координатами векторов
и координатами точек (п. 48)

стоятельная работа № 5.2

§ 2. Скалярное произведение векторов

14, 15 Угол между 

Простейшие  задачи  в   координатах  (п. 49).  Само-

векторами. Скалярное произведение
векторов (пп. 50, 51)

Сложение   и  вычитание   векторов.  Сумма   несколь-

 

Компланарные     векторы.     Правило    параллелепи-

Координаты вектора (п. 47). Самостоятельная ра-
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16, 17

18

Вычисление углов между прямыми и плоскостями
(п. 52). Самостоятельная работа № 5.3
Уравнение плоскости. Расстояние от точки до
плоскости (п. 53*)

§ 3. Движения

19, 20

21, 22

Центральная симметрия (п. 54). Осевая симмет�
рия (п. 55). Зеркальная симметрия (п. 56). Па�
раллельный перенос (п. 57)
Контрольная работа № 5.1. Зач т № 5 по теме
«Метод координат в пространстве»

Глава VI. Цилиндр, конус и шар (16 ч)

§ 1. Цилиндр

23—25 Понятие цилиндра. Площадь поверхности цилиндра
(пп. 59, 60). Самостоятельная работа № 6.1

§ 2. Конус

26—28 Понятие конуса. Площадь поверхности конуса.
Усеч нный конус (пп. 61—63)

§ 3. Сфера

29—32

33—36

37, 38

Сфера и шар. Уравнение сферы. Взаимное рас�
положение сферы и плоскости. Касательная плос�
кость к сфере. Площадь сферы (пп. 64—68)
Разные задачи на многогранники, цилиндр, конус
и шар. Сечения цилиндрической и конической
поверхностей (пп. 72*, 73*)
Контрольная работа № 6.1. Зач т № 6 по теме
«Цилиндр, конус и шар»

Глава VII. Объ мы тел (16 ч)

§ 1. Объ м прямоугольного параллелепипеда

39—41 Понятие объ ма. Объ м прямоугольного парал�
лелепипеда (пп. 74, 75). Самостоятельная работа
№ 7.1
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§ 2. Объ мы прямой призмы и цилиндра

42, 43 Объ м прямой призмы. Объ м цилиндра (пп. 76, 77)

§ 3. Объ мы наклонной призмы, пирамиды и конуса

44—47

48, 49

Вычисление объ мов тел с помощью определ н�
ного интеграла. Объ м наклонной призмы. Объ м
пирамиды (пп. 78—80). Самостоятельная работа
№ 7.2
Объ м конуса (п. 81). Самостоятельная работа
№ 7.3

§ 4. Объ м шара и площадь сферы

50—52

53, 54

Объ м шара. Объ мы шарового сегмента, шаро�
вого слоя и шарового сектора. Площадь сферы
(пп. 82—84*)
Контрольная работа № 7.1. Зач т № 7 по теме
«Объ мы тел»

Заключительное повторение при подготовке учащихся к
итоговой аттестации по геометрии (14 ч)

55, 56

57

58
59, 60

61

62
63, 64
65—68

Аксиомы стереометрии и их следствия. Парал�
лельность прямых, прямой и плоскости. Скрещи�
вающиеся прямые. Параллельность плоскостей
Перпендикулярность прямой и плоскости. Теоре�
ма о тр х перпендикулярах. Угол между прямой и
плоскостью
Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей
Многогранники: параллелепипед, призма, пира�
мида, площади их поверхностей
Векторы в пространстве. Действия над векто�
рами. Скалярное произведение векторов
Цилиндр, конус и шар, площади их поверхностей
Объ мы тел
Повторение теории и решение задач по всему
курсу геометрии
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Введение. Аксиомы стереометрии и их следствия (5 ч)

1

2
3—5

Предмет стереометрии. Аксиомы стереометрии
(пп. 1, 2)
Некоторые следствия из аксиом (п. 3)
Вопросы и задачи. Решение задач на применение
аксиом стереометрии и их следствий. Самостоя�
тельная работа № В.1 (20 мин)

Глава I. Параллельность прямых и плоскостей (25 ч)

§ 1. Параллельность прямых, прямой и плоскости

6, 7

8
9—11

Параллельные прямые в пространстве. Парал�
лельность тр х прямых (пп. 4, 5)
Параллельность прямой и плоскости (п. 6)
Вопросы и задачи. Повторение теории, решение
задач на параллельность прямой и плоскости.
Самостоятельная работа № 1.1 (15 мин)

§ 2. Взаимное расположение прямых в пространстве. Угол
между двумя прямыми

12
13
14
15, 16

Скрещивающиеся прямые (п. 7)
Углы с сонаправленными сторонами (п. 8)
Угол между прямыми (п. 9)
Вопросы и задачи. Повторение теории, решение
задач. Контрольная работа № 1.1 (20 мин)

§ 3. Параллельность плоскостей

17
18
19, 20

Параллельные плоскости (п. 10)
Свойства параллельных плоскостей (п. 11)
Вопросы и задачи. Повторение теории, решение
задач

§ 4. Тетраэдр и параллелепипед

21 Тетраэдр (п. 12). Изображение тетраэдра (Прило�
жение 1)
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22

23—26

27, 28
29, 30

Параллелепипед (п. 13). Изображение паралле�
лепипеда (Приложение 1)
Задачи на построение сечений. Теоремы Менелая
и Чевы (пп. 14, 95, 96)
Задачи. Вопросы к главе I
Контрольная работа № 1.2. Зач т № 1 по теме
«Параллельность в пространстве»

Глава II. Перпендикулярность прямых и плоскостей (23 ч)

§ 1. Перпендикулярность прямой и плоскости

31

32

33

34—36

Перпендикулярные прямые в пространстве. Парал�
лельные прямые, перпендикулярные к плоскости
(пп. 15, 16)
Признак перпендикулярности прямой и плоскости
(п. 17)
Теорема о прямой, перпендикулярной к плоскости
(п. 18)
Задачи. Решение задач на перпендикулярность
прямой и плоскости. Самостоятельная работа
№ 2.1 (15 мин)

§ 2. Перпендикуляр и наклонные.
Угол между прямой и плоскостью

37
38, 39
40
41—43

Расстояние от точки до плоскости (п. 19)
Теорема о тр х перпендикулярах (п. 20)
Угол между прямой и плоскостью (п. 21)
Задачи. Повторение теории и решение задач на
применение теоремы о тр х перпендикулярах, на
угол между прямой и плоскостью. Самостоя�
тельная работа № 2.2 (15 мин)

§ 3. Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей

44
45

46
47
48
49, 50
51—53

Двугранный угол (п. 22)
Признак перпендикулярности двух плоскостей
(п. 23)
Прямоугольный параллелепипед (п. 24)
Тр хгранный угол (п. 25*)
Многогранный угол (п. 26*)
Задачи. Вопросы к главе II
Дополнительные задачи. Контрольная работа
№ 2.1. Зач т № 2 по теме «Перпендикулярность
прямых и плоскостей»
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Глава III. Многогранники (23 ч)

§ 1. Понятие многогранника. Призма

54

55
56, 57
58
59—61

Понятие многогранника. Геометрическое тело
(пп. 27, 28*)
Теорема Эйлера (п. 29*)
Призма (п. 30)
Пространственная теорема Пифагора (п. 31*)
Задачи. Самостоятельная работа № 3.1 (15—20 мин)

§ 2. Пирамида

62
63
64
65—68

Пирамида (п. 32)
Правильная пирамида (п. 33)
Усеч нная пирамида (п. 34)
Задачи. Самостоятельная работа № 3.2 (15—20 мин)

§ 3. Правильные многогранники

69
70
71

72, 73
74
75, 76

Симметрия в пространстве (п. 35)
Понятие правильного многогранника (п. 36)
Элементы симметрии правильных многогранни�
ков. Практические задания (п. 37)
Вопросы и задачи. Вопросы к главе III
Дополнительные задачи
Контрольная работа № 3.1. Зач т № 3 по теме
«Многогранники»

Глава IV. Векторы в пространстве (17 ч)

§ 1. Понятие вектора в пространстве

77
78
79

Понятие вектора (п. 38)
Равенство векторов (п. 39)
Вопросы и задачи

§ 2. Сложение и вычитание векторов.
Умножение вектора на число

80
81
82
83, 84

Сложение и вычитание векторов (п. 40)
Сумма нескольких векторов (п. 41)
Умножение вектора на число (п. 42)
Задачи. Повторение теории и решение задач
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§ 3. Компланарные векторы

85
86
87

88—90
91, 92
93

Компланарные векторы (п. 43)
Правило параллелепипеда (п. 44)
Разложение вектора по тр м некомпланарным
векторам (п. 45)
Вопросы и задачи. Вопросы к главе IV
Дополнительные задачи
Зач т № 4 по теме «Векторы в пространстве»

Заключительное повторение тем геометрии 10 класса (9 ч)

94

95

96

97

98

99—102

Параллельность прямых и плоскостей. Тетраэдр и
параллелепипед. Задачи на построение сечений
Перпендикулярность прямых и плоскостей. Угол
между прямой и плоскостью
Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей.
Тр хгранный и многогранный углы
Многогранники. Теорема Эйлера. Призма. Пра�
вильные многогранники
Векторы в пространстве. Действия над векторами.
Компланарные векторы. Разложение вектора по
тр м некомпланарным векторам
Обзор основных вопросов курса геометрии 10 клас�
са, решение задач

№ урока Содержание учебного материала

Глава V. Метод координат в пространстве. Движения (26 ч)

§ 1. Координаты точки и координаты вектора

1

2

Прямоугольная система координат в пространстве
(п. 46)
Координаты вектора (п. 47). Самостоятельная ра�
бота № 5.1
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3

4, 5
6, 7

Связь между координатами векторов и координа�
тами точек (п. 48)
Простейшие задачи в координатах (п. 49)
Вопросы и задачи. Самостоятельная работа № 5.2

§ 2. Скалярное произведение векторов

8, 9

10, 11

12, 13
14—17

Угол между векторами. Скалярное произведение
векторов (пп. 50, 51)
Вычисление углов между прямыми и плоскостями
(п. 52)
Уравнение плоскости (п. 53*)
Задачи. Самостоятельная работа № 5.3

§ 3. Движения

18

19

20, 21

22, 23
24
25, 26

Центральная симметрия. Осевая симметрия
(пп. 54, 55)
Зеркальная симметрия. Параллельный перенос
(пп. 56, 57)
Преобразование подобия. Задача Эйлера
(пп. 58*, 94)
Задачи. Вопросы к главе V
Дополнительные задачи
Контрольная работа № 5.1. Зач т № 5 по теме
«Метод координат в пространстве»

Глава VI. Цилиндр, конус, шар (27 ч)

§ 1. Цилиндр

27 Понятие цилиндра (п. 59)

28
29, 30

Площадь поверхности цилиндра (п. 60)
Задачи. Самостоятельная работа № 6.1

§ 2. Конус

31
32
33
34, 35

Понятие конуса (п. 61)
Площадь поверхности конуса (п. 62)
Усеч нный конус (п. 63)
Задачи. Самостоятельная работа № 6.2
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§ 3. Сфера

36
37
38
39

40

41
42—45

46, 47
48, 49
50, 51

52, 53

Сфера и шар. Уравнение сферы (пп. 64, 65)
Взаимное расположение сферы и плоскости (п. 66)
Касательная плоскость к сфере (п. 67)
Площадь сферы. Взаимное расположение сферы
и прямой (пп. 68, 69*)
Сфера, вписанная в цилиндрическую поверхность
(п. 70*)
Сфера, вписанная в коническую поверхность (п. 71*)
Сечения цилиндрической поверхности. Сечения
конической поверхности. Эллипс, гипербола, па�
рабола (пп. 72*, 73*, 97, 98, 99)
Задачи. Самостоятельная работа № 6.3 (15 мин)
Вопросы к главе VI. Дополнительные задачи
Разные задачи на многогранники, цилиндр, конус
и шар
Контрольная работа № 6.1. Зач т № 6 по теме
«Цилиндр, конус и шар»

Глава VII. Объ мы тел (33 ч)

§ 1. Объ м прямоугольного параллелепипеда

54, 55

56, 57

Понятие объ ма. Объ м прямоугольного парал�
лелепипеда (пп. 74, 75)
Задачи. Самостоятельная работа № 7.1 (15 мин)

§ 2. Объ мы прямой призмы и цилиндра

58
59
60, 61

Объ м прямой призмы (п. 76)
Объ м цилиндра (п. 77)
Вопросы и задачи

§ 3. Объ мы наклонной призмы, пирамиды и конуса

62

63
64

65

Вычисление объ мов тел с помощью определ н�
ного интеграла (п. 78)
Объ м наклонной призмы (п. 79)
Объ м пирамиды (п. 80). Самостоятельная работа
№ 7.2
Объ м конуса (п. 81)
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66—68
69

Задачи. Повторение теории и решение задач
Самостоятельная работа № 7.3

§ 4. Объ м шара и площадь сферы

70
71

72
73, 74
75—78

79, 80
81—84
85, 86

Объ м шара (п. 82)
Объ мы шарового сегмента, шарового слоя и
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Введение

Урок № 1

Тема урока: Предмет стереометрии.
Аксиомы стереометрии

Основные задачи урока

Познакомить учащихся с содержанием курса  стерео- 
метрии, с некоторыми геометрическими телами, показать
связь курса стереометрии с практической деятельностью
людей, изучить три аксиомы о взаимном расположении
точек, прямых и плоскостей в пространстве.

Примерный план проведения урока

1. В начале урока нужно отметить, что школьный курс
геометрии состоит из двух частей: планиметрии и  сте- 
реометрии. В планиметрии изучались свойства геометри-
ческих фигур на плоскости, в стереометрии изучаются
свойства фигур в пространстве.

2. Основными фигурами в пространстве являются
точка, прямая и плоскость. Мы имеем об этих фигурах
наглядное представление, но определения этих фигур
в геометрии не даются. Их свойства выражены в  аксио-
мах, с тремя из которых предстоит познакомиться уже
на первом уроке.

3. Наряду с точками, прямыми и плоскостями в  сте- 
реометрии рассматриваются геометрические тела, изуча-
ются их свойства, вычисляются площади их   поверх- 
ностей и объёмы. Представление о геометрических телах
дают окружающие нас предметы. На уроке можно  пока- 
зать модели геометрических тел: куба, параллелепипеда,
пирамиды, цилиндра, конуса, шара и др.

4. При изучении геометрических фигур, в частности
геометрических тел, пользуются их изображением на чер- 
теже. Целесообразно рассмотреть примеры изображения
плоских и пространственных фигур, в частности пра- 
вильного треугольника, квадрата, куба, параллелепипе-
да, пирамиды.

5. В процессе урока можно использовать слайд 1.1
«Основные фигуры в пространстве». Изображённое на
слайде учащимся полезно перенести в свои рабочие  тет- 
ради. Желательно выделить в цвете отдельные элементы
рисунков.

6. Опираясь на текст учебника, нужно рассмотреть
аксиомы стереометрии А1, А2, А3. При их обсуждении
полезен слайд 1.2.
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Основные фигуры в пространстве 1.1

Точка Прямая Плоскость

Приведите примеры прямых, проходящих через точM
ки, принадлежащие указанным многогранникам:

Куб Параллелепипед Тетраэдр

Прописные лаM
тинские буквы
А, В, С, D, E, ...

Строчные лаM
тинские буквы
a, b, c, d, e, ...

Греческие букM
вы α, β, γ, λ, π,
ω, ...

Аксиомы стереометрии 1.2

Сформулируйте аксиомы А1, А2, А3.
Прокомментируйте их с помощью привед нных

рисунков.

A � α, B � α,
C � AB
C � α

A � α, A � β

α � β = a, A � a

A, B, C — проM
извольные точки,
не лежащие на одM
ной прямой. ЧеM
рез точки A, B, C
проходит единстM
венная плоскость α.



7. Для классной и домашней работы используются заM
дачи 1—5. В процессе решения можно применять (но неM
обязательно) краткую символическую запись A � a (точка A
принадлежит прямой a); A � α (точка A принадлежит плоM
скости α); a � α (прямая a лежит в плоскости α); α � β = a
(плоскости α и β пересекаются по прямой a).

Задача 1 (рис. 8 учебника).
Р е ш е н и е.
а) PE � ADB, MK � DBC, ...;
б) DK � ABC = C, ...;
г) ABC � DCB = BC, ... .

Задача 3 г). Верно ли, что
через любые три точки прохоM
дит плоскость, и притом только
одна?

Р е ш е н и е. Утверждение о том, что через любые три
точки проходит плоскость, верно, но утверждение о единM
ственности такой плоскости верно, только если заданные
три точки не лежат на одной прямой. Если же заданные
три точки лежат на одной прямой, то через эту прямую
и, следовательно, через заданные три точки проходит
бесконечное множество плоскостей (рис. 1.1).

Урок № 2

Тема урока: Некоторые следствия из аксиом

Основные задачи урока

Рассмотреть две теоремы, доказательство которых осноM
вано на изученных на первом уроке аксиомах стереоM
метрии, показать их применение к решению задач.

Примерный план проведения урока

1. Повторить содержание аксиом А1, А2, А3. УбедитьM
ся в том, что задачи домашней работы решены верно, со
ссылкой на соответствующие аксиомы. С этой целью проM
верить решения некоторых из них.

2. Доказать п е р в о е  с л е д с т в и е  и з  а к с и о м: через
прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость,
и притом только одна.

Разбирая доказательство этой теоремы, следует обраM
тить внимание учащихся на два момента:

1) теорема содержит два утверждения, одно из котоM
рых говорит о существовании плоскости, проходящей
через прямую и не лежащую на ней точку, а другое —
о единственности такой плоскости;
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2) доказательство первого утверждения опирается на
аксиомы А1 и А2, а доказательство второго утверждения —
на аксиому А1.

3. Доказать в т о р о е  с л е д с т в и е  и з  а к с и о м: через
две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и приM
том только одна.

При доказательстве этой теоремы также необходимо
обратить внимание учащихся на два момента:

1) данная теорема, как и предыдущая, содержит два
утверждения: о существовании плоскости, проходящей
через две пересекающиеся прямые, и о единственности
такой плоскости;

2) доказательство теоремы опирается на аксиому А2 и
на предыдущую теорему, прич м используются оба утвержM
дения, содержащиеся в первой теореме.

Полезно предложить учащимся самим указать те места
в доказательстве данной теоремы, где используются
первое и второе утверждения предыдущей теоремы.

4. Для классной и домашней работы можно испольM
зовать задачи 6—9.

Задача 6. Три точки соединены попарно отрезками.
Докажите, что все отрезки лежат в одной плоскости.

Р е ш е н и е. Если три данные точки лежат на одной
прямой, то и отрезки, соединяющие попарно эти точки,
принадлежат этой прямой и, следовательно, лежат в люM
бой плоскости, проходящей через эту прямую. Если же
данные точки (назов м их A, B и C) не лежат на одной
прямой, то через точки A, B и C по аксиоме А1 проходит
единственная плоскость — обозначим е  α. Две точки
каждого из отрезков AB, AC и BC лежат в плоскости α,
следовательно, по аксиоме А2
прямые AB, AC и BC, а значит,
и отрезки AB, AC и BC лежат в
плоскости α (рис. 1.2).

Задача 7.
Д а н о: a � b = M,

c � a = A,
c � b = B,
M � c.

Д о к а з а т ь: a, b, c лежат в одной плоскости.
Лежат ли в одной плоскости все прямые, проходящие

через точку M?
Р е ш е н и е. Согласно второму следствию пересекаюM

щиеся прямые a и b определяют некоторую плоскость α.
Точки A и B прямых a и b принадлежат плоскости α,
следовательно, по аксиоме А2 прямая c лежит в плоскоM
сти α (рис. 1.3).
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Если прямая c пересекает прямые a и b в точке M,
то прямая c может лежать и может не лежать в плосM
кости α (рис. 1.4).

5. В процессе урока полезно провести фронтальную
работу по вопросам слайда 1.3.

Ответы на вопросы слайда 1.3
1. Так как D � α, O � α, то по аксиоме А2 DO � α, а так

как B � DO, то B � α. Аналогично доказывается, что C � α.
2. Так как OB � MOB, а D � OB, то D � MOB.
3. Точки O и B принадлежат плоскостям MOB и ADO,

поэтому линией пересечения этих плоскостей является
прямая BO, или, что то же самое, прямая BD.

Полезно обратить внимание учащихся на тот факт,
что если две плоскости имеют две общие точки, то они
пересекаются по прямой, проходящей через эти точки.

4. Воспользуемся формулой для вычисления площади
параллелограмма S = 4 � 4 � sin 60° = 8 ��3 (cм2).
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Рис. 1.3 Рис. 1.4

1.3

Задача. ABCD — ромб, O — точка пересечения его
диагоналей, M — точка пространства, не лежащая в
плоскости ромба. Точки A, D, O лежат на плоскости α.

Дайте ответы на поставленные вопросы с необходиM
мыми обоснованиями.

1. Лежат ли в плоскости α

точки B и C?
2. Лежит ли в плоскости

MOB точка D?
3. Назовите линию пересеM

чения плоскостей MOB и ADO.
4. Вычислите площадь ромM

ба, если сторона его равна 4 см,
а угол равен 60°. Предложите
различные способы вычисления
площади ромба.



Уроки № 3—4

Тема уроков: Повторение формулировок аксиом
А1, А2, А3, доказательств следствий из них,

решение задач

Основные задачи уроков

Повторить формулировки аксиом, доказательства следM
ствий из них, выработать навыки решения задач на
применение аксиом стереометрии и их следствий.

Примерный план проведения уроков

1. Повторить доказательства следствий из аксиом и
попутно формулировки самих аксиом.

2. Проверить выборочно решение задач из домашней
работы.

3. Для классной и домашней работы использовать
задачи 8—12.

Задача 8. Верно ли утверждение:
а) если две точки окружности лежат в плоскости, то

и вся окружность лежит в этой плоскости;
б) если три точки окружности лежат в плоскости, то

и вся окружность лежит в этой плоскости?

Р е ш е н и е.
а) Утверждение неверно. Привед м пример. Пусть

окружность с диаметром AB лежит в плоскости β, котоM
рая пересекается с плоскостью α по прямой AB (рис. 1.5).
Тогда точки A и B окружности лежат в плоскости α, но
вся окружность не лежит в этой плоскости.

б) Утверждение верно. Пусть три данные точки A, B
и C окружности лежат в плоскости α. Так как любые три
точки окружности не лежат на одной прямой, то согласM
но аксиоме А1 через точки A, B и C проходит единM
ственная плоскость α. Окружность — плоская фигура,
т. е. все е  точки лежат в некоторой плоскости. ПоM
скольку в этой же плоскости лежат точки A, B и C, то
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1.4

Задача. Дан тетраэдр MABC, каждое ребро котороM
го равно 6 см. D � MB, E � MC, F � AB, AF = FB, P � MA.

1. Назовите прямую, по коM
торой пересекаются плоскости:

а) MAB и MFC;
б) MCF и ABC.

2. Найдите длину отрезка CF
и площадь треугольника ABC.

3. а) Объясните, как построить точку пересечения
прямой DE с плоскостью ABC.

б) Постройте точку пересечения прямой PD c плосM
костью ABC.
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эта плоскость совпадает с плоскостью α. Итак, вся окружM
ность лежит в той же плоскости α, в которой лежат три
е  данные точки (рис. 1.6).

4. На уроках № 3—5 можно использовать дидактиM
ческие материалы [1].

5. Полезно провести фронтальную работу с учащимиM
ся по слайдам 1.4 и 1.5.

1.5

Задача. П е р е с е ч е н и е  д в у х  п л о с к о с т е й.
Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — куб, K � DD1, DK = KD1.

1. Объясните, как построить
точку пересечения прямой B1K
с плоскостью ABC.

2. Объясните, как построить
линию пересечения плоскостей
AB1K и ADD1.

3. Объясните, как построить
линию пересечения плоскостей
AB1K и ADC.

4. Вычислите длины отрезM
ков AK и AB1, если AD = a.



Урок № 5

Тема урока: Повторение теории, решение задач

Основные задачи урока

Закрепить усвоение вопросов теории в процессе решеM
ния задач, проверить уровень подготовленности учащихся
пут м проведения самостоятельной работы.

Примерный план проведения урока

1. Рассмотреть решение задач 13—15. В процессе их
решения повторить соответствующие вопросы теории.

2. Использовать дидактические материалы [1].

Задача 14. Три прямые проходят через одну точку.
Через каждые две из них проведена плоскость. Сколько
всего проведено плоскостей?

Р е ш е н и е. Возможны два случая.
Случай 1. Прямые a, b, c лежат в одной плоскости.

Тогда через них проходит одна плоскость (рис. 1.7).
Случай 2. Одна из тр х прямых c не лежит в плоскоM

сти α, определяемой двумя другими прямыми a и b (рис. 1.8).
Тогда через три прямые проходят три различные плоскоM
сти, определяемые парами прямых a и b, a и c, b и c.

Самостоятельная работа № В.1

Вариант 1

10. Даны четыре точки, из которых три лежат на
одной прямой. Верно ли утверждение, что все четыре
точки лежат в одной плоскости? Ответ обоснуйте.

2. а)0 Докажите, что все вершины четыр хугольника
ABCD лежат в одной плоскости, если его диагонали AC
и BD пересекаются. б) Вычислите площадь четыр хугольM
ника, если AC � BD, AC = 10 см, BD = 12 см.

Вариант 2

10. Даны две пересекающиеся прямые. Верно ли утM
верждение, что все прямые, пересекающие данные, лежат
в одной плоскости? Ответ обоснуйте.
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2. а)0 Дан прямоугольник ABCD, O — точка пересечеM
ния его диагоналей. Известно, что точки A, B и O лежат
в плоскости α. Докажите, что точки C и D также лежат
в плоскости α.

б) Вычислите площадь прямоугольника, если AC = 8 см,
�AOB = 60°.

Решения,  ответы,  указания

Вариант 1. 10. Утверждение верно. Действительно, пусть
A � a, B � a, C � a, D � a (рис. 1.9). Согласно первому следM
ствию из аксиом через прямую a и точку D проходит
единственная плоскость α. Все четыре точки A, B, C, D
лежат в плоскости α.

2. а)0 Согласно второму следствию из аксиом пересеM
кающиеся прямые AC и BD определяют некоторую плосM
кость α (рис. 1.10). Прямая AC лежит в плоскости α,
следовательно, все е  точки, в том числе A и C, принадM
лежат этой плоскости: A � α, C � α. Аналогично имеем:
так как BD � α, то B � α, D � α.

Итак, все вершины четыр хугольника лежат в плосM
кости α.

б) Воспользуемся формулой S = 0,5d1 � d2 � sin α, где d1 и
d2 — диагонали четыр хугольника, а α — угол между
ними:

S = 0,5 �10 �12 � sin 90° = 60 (см2).
Вариант 2. 10. Утверждение неверно. См. решение заM

дачи 7.
2. а)0 См. решение задачи слайда 1.3.
б) Возможны различные способы решения задачи:

1) найти стороны прямоугольника; 2) использовать тот
известный факт, что диагонали параллелограмма (прямоM
угольника) разбивают его на четыре равновеликих треM
угольника, и найти сначала площадь одного из треM
угольников; 3) использовать формулу S = 0,5d1 � d2 � sin α:

S = 0,5 �8 �8 � sin 60° = 16 ��3 (cм2).
Для того чтобы получить оценку «5», ученик должен

решить все задачи. За решение задач, отмеченных знаM
ком 0, ученику может быть выставлена оценка «3» или
«4» в зависимости от качества выполнения заданий.
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Глава I

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ

И ПЛОСКОСТЕЙ

§ 1. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ,

ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ

Урок № 6

Тема урока: Параллельные прямые в пространстве.
Параллельность тр х прямых

Основные задачи урока

Ввести понятие параллельных прямых в пространM
стве; доказать, что через любую точку пространства, не
лежащую на данной прямой, проходит единственная
прямая, параллельная данной; рассмотреть теорему о паM
раллельности тр х прямых.

Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие параллельных прямых в пространM
стве, использовав рисунок 10 учебника.

2. Доказать т е о р е м у: через любую точку пространM
ства, не лежащую на данной прямой, проходит прямая,
параллельная данной, и притом только одна.

Доказательство проводится в соответствии с текстом
учебника и рисунком 11. При этом необходимо акценM
тировать внимание учащихся на двух моментах: 1) через
данную прямую и точку проходит единственная плосM
кость (первое следствие из аксиом); 2) в этой плоскости,
как известно из курса планиметрии, через данную точку
проходит единственная прямая, параллельная данной.

3. Важную роль в доказательстве ряда теорем курса
и в решении задач играет лемма о пересечении плосM
кости параллельными прямыми: если одна из двух
параллельных прямых пересекает данную плоскость, то
и другая прямая пересекает эту плоскость.

Доказательство этой леммы не является простым. Оно
проводится в два этапа: сначала доказано, что прямая b
и плоскость α имеют общую точку (точка N на рисунM
ке 13, б), а затем, что прямая b и плоскость α не имеют
других общих точек. Это и означает, что прямая b переM
секает плоскость α.
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С помощью фронтальной работы нужно убедиться в том,
что доказательство леммы усвоено всеми учащимися.

4. Рассмотреть т е о р е м у: если две прямые паралM
лельны третьей прямой, то они параллельны.

Необходимо напомнить учащимся, что аналогичное
утверждение было доказано в курсе планиметрии для
случая, когда все три прямые лежат в одной плоскости.
В этом случае данное утверждение было непосредM
ственным следствием из аксиомы параллельных прямых.

Более сложным для доказательства является случай,
когда три прямые расположены в пространстве. ИспольM
зование леммы позволяет дать простое доказательство
теоремы, которое можно повторить на последующих уроM
ках пут м опроса наиболее подготовленных учащихся.

5. Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 16—19.

Задача 18 б).
Д а н о: A � α,

AB �/ α,
C � AB,
CC1 � BB1,
C1 � α, B1 � α,
AC : CB = 3 : 2,
BB1 = 20 см.

Н а й т и CC1.

Р е ш е н и е. Пересекающиеся
прямые AB и BB1 определяют
некоторую плоскость (второе
следствие из аксиом). В этой 
плоскости через точку C проходит единственная прямая,
параллельная прямой BB1. Отсюда следует, что точки A,
C1 и B1 лежат на одной прямой (рис. 1.11).

Далее, 	ACC1 
 	ABB1, поэтому = , т. е. = ,
откуда CC1 = 12.

О т в е т: CC1 = 12 cм.

Урок № 7

Тема урока: Параллельность прямой и плоскости

Основные задачи урока

Ввести понятие параллельных прямой и плоскости,
изучить признак параллельности прямой и плоскости,
а также утверждения 10, 20, сформулированные и докаM

3
�
5

CC1
�

20
AC
�
AB

CC1
�
BB1
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занные в п. 6, показать, как они применяются при реM
шении задач.

Примерный план проведения урока

1. Повторить теоретический материал предыдущего
урока пут м фронтального опроса учащихся.

2. Проверить выборочно решение задач из домашней
работы, в случае необходимости внести исправления в
решение.

3. В процессе изучения нового материала:
а) Рассмотреть три случая взаимного расположения

прямой и плоскости в пространстве (рис. 5, а, б, 15, б из
учебника).

б) Сформулировать определение параллельных прямой
и плоскости. Использовать в качестве иллюстрации плосM
кости стен, пола и потолка классной комнаты и линии
их пересечения.

в) Доказать теорему, выражающую признак параллельM
ности прямой и плоскости.

Целесообразно вначале предложить учащимся дать каM
киеMто свои доказательства теоремы и обсудить их предM
ложения. Затем рассмотреть доказательство, привед нное
в учебнике, и отметить эффективность использования лемM
мы о пересечении плоскости параллельными прямыми.

Полезна символическая запись теоремы (рис. 1.12):
Д а н о: a �/ α,

b � α,
a � b.

Д о к а з а т ь: a � α.

4. Рассмотреть утверждения 10, 20 из учебника, из коM
торых особенно важно первое утверждение, используемое
при решении многих задач.

Символическая запись утверждения 10:
Д а н о: a �α,

a � β,
β � α = b.

Д о к а з а т ь: b � a.
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Учащиеся должны знать формулировку этого утвержM
дения и его доказательство. Следует обратить их внимаM
ние на то, что в доказательстве утверждения 20 снова
используется лемма о пересечении плоскости параллельM
ными прямыми (рис. 1.13).

5. Для классной и домашней работы можно испольM
зовать задачи 20—24.

Задача 21.
Д а н о: 	ABC � α,

	ABD � β,
m � CD.

Д о к а з а т ь: прямая m пересекает плоскости α и β.

Р е ш е н и е. Так как по условию треугольник ABD не
лежит в плоскости α, то D � α, а поскольку C � α, то пряM
мая CD пересекает плоскость α (в точке C). СледоваM
тельно, прямая m также пересекает плоскость α (по лемме
о пересечении плоскости параллельными прямыми).

Аналогично доказывается, что прямая m пересекает
плоскость β (рис. 1.14).

Уроки № 8—10

Тема уроков: Повторение теории, решение задач

Уроки № 8—10 необходимо посвятить повторению воM
просов теории и решению задач.

1. На каждом из уроков № 8—9 полезно провести опрос
учащихся по вопросам теории, изложенным в пп. 4—6.

2. В классной и домашней работе можно рассмотреть
задачи 25—33.
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Задача 26. Сторона AC треM
угольника ABC параллельна
плоскости α, а стороны AB и
BC пересекаются с этой плосM
костью в точках M и N. ДокаM
жите, что треугольники ABC и
MBN подобны.

Р е ш е н и е. Плоскость треM
угольника ABC проходит через
прямую AC, параллельную плосM
кости α, и пересекает эту плосM
кость по прямой MN (рис. 1.15),
следовательно, линия MN пеM
ресечения плоскостей паралM
лельна прямой AC (утверждение 10 п. 6). Отсюда следует,
что �BAC = �BMN (как соответственные углы, образоM
ванные при пересечении параллельных прямых AC и MN
секущей AB). Поэтому 	ABC 
 	MBN по двум углам:
�BAC = �BMN, �B — общий.

Задача 33. Докажите, что если три плоскости, не
проходящие через одну прямую, попарно пересекаются,
то прямые, по которым они пересекаются, либо паралM
лельны, либо имеют общую точку.

Р е ш е н и е. Обозначим данные плоскости буквами α,
β, γ. Пусть α � β = a, α � γ = b, β � γ = c.

Так как по условию плоскости α, β и γ не проходят
через одну прямую, то прямая a не лежит в плоскости γ.
Поэтому возможны два случая:

1) a � γ (рис. 1.16, а). В этом случае плоскость α проM
ходит через прямую a, параллельную плоскости γ, и,
следовательно, прямая b, по которой пересекаются плосM
кости α и γ, параллельна прямой a (утверждение 10 п. 6):
b � a. Аналогично c � a. Отсюда следует, что b � c. Итак,
в данном случае прямые a, b и c параллельны.

2) Прямая a пересекается с плоскостью γ в некоторой
точке M (рис. 1.16, б). Поскольку все точки прямой a
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принадлежат как плоскости α, так и плоскости β, то в
этом случае точка M является общей точкой плоскостей
α, β и γ. Но все общие точки плоскостей α и γ лежат на
прямой b, а все общие точки плоскостей β и γ — на прямой c.
Поэтому M — общая точка прямых a, b и c. Итак, в данM
ном случае прямые a, b и c имеют общую точку.

3. Полезно использовать слайды 1.6 и 1.7 для выраM
ботки навыков решения типовых задач.
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Задача. Параллельность прямой и плоскости.
Д а н о: AB �α,

AB = 7,
ABK � α = CD,
AC = 6, CK = 8.

1. Каково взаимное располоM
жение прямых AB и CD?

2. Найдите CD.
Р е ш е н и е.
1. AB � CD.
2. 	AKB 
 	 CKD.

= , x = 4.

Приведите необходимые обоснования.

14
�
8

7
�
x

1.7

Задача. Плоскость α пересекает стороны AB и AC
треугольника ABC соответственно в точках B1 и C1.
Известно, что BC � α, AB : B1B = 8 : 3, AC = 16 см.

1. Докажите, что B1C1 � BC.
2. Найдите AC1.
Р е ш е н и е.
Способ 1

1. BC � α, ABC � α = B1C1 ;
B1C1 � BC.

2. AC1 : C1C = 5 : 3,
5m + 3m = 16, m = 2,
AC1 = 5m, AC1 = 10.
Способ 2

= , = , AC1 = 10.

Дайте обоснование решения.

AC1
�
16

5
�
8

AC1
�
AC

AB1
�
AB



4. На уроках № 8—9 можно использовать дидактичеM
ские материалы [1] для проведения самостоятельных раM
бот обучающего характера. Результаты работ обсуждаютM
ся на этих же уроках.

5. На уроке № 10 нужно провести самостоятельную
работу № 1.1 контролирующего характера.

Самостоятельная работа № 1.1

Вариант 1

Дан треугольник ABC, E � AB, K � BC, BE : BA =
= BK : BC = 2 : 5. Через прямую AC проходит плоскость α,
не совпадающая с плоскостью треугольника ABC.

а)0 Докажите, что EK � α.
б) Найдите длину отрезка AC, если EK = 4 см.

Вариант 2

Дан треугольник ABC, M � AB, K � BC, BM : MA = 3 : 4.
Через прямую MK проходит плоскость α, параллельная
прямой AC.

а)0 Докажите, что BC : BK = 7 : 3.
б) Найдите длину отрезка MK, если AC = 14 см.

Указание.  Вариант 1. Использовать признак подобия
треугольников и признак параллельности прямой и плосM
кости. AC = 10 cм.

Вариант 2. Иcпользовать утверждение 10 из п. 6 и поM
добие треугольников. MK = 6 см.

§ 2. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ

В ПРОСТРАНСТВЕ. УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ПРЯМЫМИ

Урок № 11

Тема урока: Скрещивающиеся прямые

Основные задачи урока

Ввести понятие скрещивающихся прямых; доказать
теорему, выражающую признак скрещивающихся пряM
мых; доказать, что через каждую из двух скрещиваюM
щихся прямых проходит плоскость, параллельная другой
прямой, и притом только одна.
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Примерный план проведения урока

1. Объяснить, используя рисунок 19 учебника и друM
гие примеры, что две прямые могут не лежать в одной
плоскости. Сформулировать определение скрещивающихM
ся прямых.

2. Доказать теорему, выражающую признак скрещиM
вающихся прямых. При доказательстве теоремы и решеM
нии задач можно использовать следующее обозначение
для скрещивающихся прямых a и b: a � b.

Cимволическая запись теоремы (рис. 1.17):
Д а н о: a � α,

b � α = C,
C �/ a.

Д о к а з а т ь: a � b.
После доказательства теоремы обратить внимание учаM

щихся на то, что возможны три случая взаимного расM
положения двух прямых в пространстве: прямые пересеM
каются, прямые параллельны, прямые скрещиваются
(рис. 21 учебника).

3. Доказать т е о р е м у: через каждую из двух скрещиM
вающихся прямых проходит плоскость, параллельная
другой прямой, и притом только одна.

Целесообразно подробно обсудить доказательство этой
теоремы, привед нное в учебнике (рис. 1.18).

Прямые a и b по условию являются скрещиваюM
щимися. Через произвольную точку A прямой a провоM
дим прямую b1, параллельную b.

Прямые a и b1 определяют плоскость α. По признаку
параллельности прямой и плоскости b � α.

Итак, через прямую a проходит плоскость α, паралM
лельная прямой b.

На первый взгляд может показаться, что таких плосM
костей бесконечно много, так как точка A на прямой a
была выбрана произвольно.

Необходимо доказать, что α — единственная плоскость,
проходящая через прямую a и параллельная прямой b.

В самом деле, любая другая плоскость, проходящая чеM
рез прямую a, пересекается с прямой b1, а следовательно,

39

Рис. 1.18Рис. 1.17



пересекается и с параллельной ей прямой b. Это и
означает, что α — единственная плоскость, проходящая
через прямую a и параллельная прямой b.

В связи с этим полезно заметить, что все прямые,
провед нные через все возможные точки прямой a паралM
лельно прямой b, лежат в плоскости α.

Можно отметить также, что в доказательстве теоремы
снова использовалась лемма о пересечении плоскости
параллельными прямыми.

4. Для классной и домашней работы можно испольM
зовать задачи 34—38.

Задача 34. Точка D не лежит в плоскости треугольM
ника ABC. Точки M, N и P — середины отрезков DA, DB
и DC соответственно. Точка K лежит на отрезке BN. ВыM
ясните взаимное расположение прямых: а) ND и AB;
б) PK и BC; в) MN и AB; г) MP и AC; д) KN и AC;
е) MD и BC.

Учащиеся должны уметь дать краткие обоснования,
например:

г) MP � AC по свойству
средней линии треугольника;

д) KN � AC по признаку
скрещивающихся прямых:
AC � ABC, прямая KN пересеM
кает плоскость ABC в точке B
и B � AC (рис. 1.19).

Задача 38. Для решения
задачи можно использовать
слайд 1.8 и обсудить устные
ответы учащихся.
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Задача. Через вершину A
ромба ABCD проведена пряM
мая a, параллельная диагонаM
ли BD, а через вершину C —
прямая b, не лежащая в плосM
кости ромба.

Докажите, что:
а) прямые a и CD пересеM

каются;
б) прямые a и b являются

скрещивающимися.

Рис. 1.19



Урок № 12

Тема урока: Углы с сонаправленными сторонами.
Угол между прямыми

Основные задачи урока

Доказать теорему об углах с сонаправленными стороM
нами; ввести понятие угла между прямыми и рассмотM
реть задачи, в которых используется это понятие.

Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие сонаправленных лучей и углов с соM
направленными сторонами.

2. Доказать т е о р е м у: если стороны двух углов соотM
ветственно сонаправлены, то такие углы равны.

3. Ввести понятие угла между пересекающимися пряM
мыми (рис. 26 учебника).

4. Ввести понятие угла между скрещивающимися пряM
мыми и доказать, что он не зависит от выбора точки,
через которую проводятся прямые, параллельные данM
ным скрещивающимся прямым.

Важно подчеркнуть, что угол α между прямыми
(пересекающимися или скрещивающимися) изменяется в
промежутке 0° < α � 90°.

Для закрепления понятия угла между скрещивающиM
мися прямыми можно использовать задачу 44.

Задача 44. Прямые OB и CD параллельны, а прямые
OA и CD скрещивающиеся. Найдите угол между пряM
мыми OA и CD, если: а) � AOB = 40°; б) � AOB = 135°;
в) �AOB = 90°.

Р е ш е н и е.
а) Угол между прямыми OA и CD равен 40° (рис. 1.20).
б) Угол между прямыми OA и CD равен 180° – 135° = 45°

(рис. 1.21).
в) Угол между прямыми OA и CD равен 90° (рис. 1.22).
О т в е т: а) 40°; б) 45°; в) 90°.
5. Для классной и домашней работы можно испольM

зовать задачи 39—42, 44.
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Уроки № 13—15

Тема уроков: Повторение теории, решение задач

Уроки № 13—15 необходимо посвятить повторению
вопросов теории и решению задач. Можно использовать
задачи 43, 45—47, дополнительные задачи 88, 93, 94,
97 и др.

Для решения задачи 43 можно использовать слайд 1.9.
В рабочих тетрадях учащиеся делают записи на основе
этого слайда.

Задача 47. В пространственном ABCD
стороны AB и CD равны. Докажите, что прямые AB и CD
образуют равные углы с прямой, проходящей через сере- 
дины отрезков BC и AD.

Р е ш е н и е. ABCD — заданный M и
N — середины отрезков BC и AD (рис. 1.23).

В плоскости треугольника ABC через точку M прово-
дим прямую, параллельную прямой AB. Тогда точка K —
середина отрезка AC. Угол между прямыми MN и AB
равен KMN. В плоскости треугольника ADC через
точку N проводим прямую, параллельную CD. Эта пря- 
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Задача. Дан четырёхугольник ABCD, вершины ко-
торого не лежат в одной плоскости (пространственный
четырёхугольник). Докажите, что середины сторон
пространственного четырёхугольника являются 
нами параллелограмма.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
1. EK — средняя линия треугольника ABC, поэтому

EK AC и EK =
1

2
AC.

2. MF — средняя линия треугольника ADC,  поэто-
му MF AC и MF =

1

2
AC.

3. EK MF и EK = MF.
4. Вершины 

верши-

четырёхуголь-
ника MEKF лежат в одной
плоскости, определяемой  па- 
раллельными прямыми EK и
MF, его противоположные
стороны EK и MF параллель-
ны и равны, поэтому MEKF —
параллелограмм.

четырёхугольнике

четырёхугольник



мая пройд т через середину стоM
роны AC, т. е. через точку K.
Угол между прямыми MN и DC
равен �KNM.

Так как AB = CD по условию, 

то KM = KN = по свойству

средней линии треугольника, т. е.
треугольник KMN равнобедренM
ный, и, следовательно, �KMN =
= �KNM.

На уроке № 15 нужно провести контрольную работу
№ 1.1.

Контрольная работа № 1.1

Вариант 1

10. Основание AD трапеции ABCD лежит в плоскости α.
Через вершины B и C трапеции проведены параллельные
прямые, пересекающие плоскость α в точках E и F
cоответственно.

а) Каково взаимное расположение прямых EF и AB?
б) Чему равен угол между прямыми EF и AB, если

�ABC = 150°? Ответ обоснуйте.
2. Дан пространственный четыр хугольник ABCD,

в котором диагонали AC и BD равны. Середины сторон
этого четыр хугольника соединены последовательно отM
резками.

а)0 Выполните рисунок к задаче.
б) Докажите, что полученный четыр хугольник —

ромб.

Вариант 2

10. Треугольники ABC и ADC лежат в разных плоскоM
стях и имеют общую сторону AC. Точка P — середина
стороны AD, точка K — середина DC.

а) Каково взаимное расположение прямых PK и AB?
б) Чему равен угол между прямыми PK и AB, если

�ABC = 40° и �BCA = 80°? Ответ обоснуйте.
2. Дан пространственный четыр хугольник ABCD, M

и N — середины сторон AB и BC соответственно, E � CD,
K � DA, DE : EC = 1 : 2, DK : KA = 1 : 2.

а)0 Выполните рисунок к задаче.
б) Докажите, что четыр хугольник MNEK — траM

пеция.

AB
�

2
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§ 3. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

Урок № 16

Тема урока: Параллельные плоскости.
Свойства параллельных плоскостей

Основные задачи урока

Ввести понятие параллельных плоскостей; доказать
теорему, выражающую признак параллельности двух
плоскостей; изучить свойства 10 и 20 параллельных плосM
костей.

Примерный план проведения урока

1. Используя текст учебника и рисунок 28, отметить,
что возможны два случая взаимного расположения двух
плоскостей: плоскости либо пересекаются по прямой,
либо не пересекаются, т. е. не имеют ни одной общей
точки. Затем дать определение параллельных плоскостей.

2. Доказать теорему, выражающую признак параллельM
ности двух плоскостей. Обратить внимание учащихся на
то, что теорема доказывается методом от противного:
предполагаем, что плоскости не параллельны, т. е. пеM
ресекаются по некоторой прямой c. На основе этого
предположения приходим к противоречию с теоремой о
параллельных прямых из п. 4.

Необходимо добиться того, чтобы учащиеся могли
провести доказательство теоремы. Полезно предложить
им изобразить на рисунке предполагаемую линию с пеM
ресечения плоскостей α и β (рис. 1.24).

3. Изучить свойства 10 и 20 параллельных плоскосM
тей. Эта работа может быть выполнена на основе фронM
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тальной беседы с использованием рисунков 30 и 31
учебника.

Перед учащимися, проявляющими повышенный интеM
рес к математике, можно поставить вопрос: верны ли
утверждения, обратные утверждениям 10 и 20 из п. 11?
А именно: верны ли следующие утверждения?

1) Если линии пересечения плоскостей α и β третьей
плоскостью параллельны, то плоскости α и β паралM
лельны (утверждение, обратное 10).

2) Если отрезки двух прямых, заключ нные между
параллельными плоскостями, равны, то эти отрезки паM
раллельны (утверждение, обратное 20). Отметим, что воM
прос о справедливости этого утверждения содержится
в разделе «Вопросы к главе I» (вопрос 13), где он сфорM
мулирован в несколько иной форме.

Ответ на вопрос о справедливости утверждений 1 и 2
отрицательный — эти утверждения неверны. Рисунок 1.25
показывает, что неверным является утверждение 1. На
этом рисунке плоскости α и β пересекаются по прямой c,
а плоскость γ, параллельная прямой c, пересекается с плосM
костями α и β соответственно по прямым a и b. Прямые
a и b параллельны (это следует из того, что каждая из
них согласно утверждению 10 из п. 6 параллельна пряM
мой c), но плоскости α и β не параллельны. Таким
образом, утверждение 1 неверно.

Рисунок 1.26 показывает, что неверным является
утверждение 2. На этом рисунке плоскости α и β паралM
лельны, вершина A равнобедренного треугольника ABC
лежит в плоскости α, а основание BC — в плоскости β.
Таким образом, равные отрезки AB и AC заключены
между параллельными плоскостями, но эти отрезки не
параллельны. Таким образом, утверждение 2 неверно.

4. Для классной работы можно использовать задачи
48, 54а, б, 63а и др.

Для домашней работы — задачи 50, 55, 58, 63б и др.
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Задача 54. Точка B не леM
жит в плоскости треугольника
ADC, точки M, N и P — сереM
дины отрезков BA, BC и BD соM
ответственно.

а) Докажите, что плоскости
MNP и ADC параллельны.

б) Найдите площадь треM
угольника MNP, если площадь
треугольника ADC равна 48 см2.

Р е ш е н и е.
а) MP � AD, PN � DC, NM � CA согласно свойству средM

ней линии треугольника (рис. 1.27). Следовательно,
MNP � ADC (по признаку параллельности двух плоскосM
тей).

б) �PMN = �DAC, �MNP = � ACD как углы с сонаM
правленными сторонами, поэтому 	MNP 
 	 ACD (по перM
вому признаку подобия треугольников).

= � �2
(по теореме об отношении площадей

подобных треугольников).

= (согласно свойству средней линии треугольM

ника).

Следовательно, = � �2
, SMNP = 12.

О т в е т: 12 см2.

Урок № 17

Тема урока: Повторение вопросов теории
и решение задач на параллельность плоскостей

Основные задачи урока

Повторить формулировки утверждений о параллельM
ных плоскостях, некоторые доказательства, рассмотреть
задачи на параллельность плоскостей.

Примерный план проведения урока

1. Повторить вопросы теории. Пут м опроса учащихM
ся повторить доказательство теоремы о признаке паралM
лельности двух плоскостей.

2. Решить задачи 63б, 65.
3. Можно использовать дидактические материалы [1].
4. Для подведения итога изучения данной темы можM

но использовать слайд 1.10.

1
�
2

SMNP
�

48

1
�
2

MN
�
AC

MN
�
AC

SMNP
�
SACD
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§ 4. ТЕТРАЭДР И ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД

Урок № 18

Тема урока: Тетраэдр

Основные задачи урока

Ввести понятие тетраэдра; рассмотреть задачи, 
занные с тетраэдром.

Примерный план проведения урока

1. Обратить внимание учащихся на то, что при рас- 
мно- 

се- 

исполь- 

смотрении поверхностей и тел в пространстве под 
гоугольником понимается часть плоскости, ограниченная
замкнутой ломаной без самопересечений (см. рис. 33
учебника).

2. Ввести понятие тетраэдра, его элементов: грани,
р бра, вершины, противоположные рёбра, основания,
боковые грани (рис. 34, 35 учебника). Объяснить уча-
щимся, что изображением тетраэдра является его парал- 
лельная проекция на плоскость (Приложение 1).

3. Рассмотреть простейшие задачи на построение 
чений тетраэдра.

4. Для классной и домашней работы можно 
зовать задачи 66—73.
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Задача. Не лежащие в одной
плоскости прямые MK, ME и
MF пересекают плоскость α в
точках A, B и C, а 
ную ей плоскость β в 

па- 

тре- 

треуголь- 

параллель- 
точках A1,

B1 и C1.
1. Докажите, что:
а) соответственные стороны

треугольников ABC и 

свя- 

A1B1C1
раллельны;

б) соответственные углы 
угольников ABC и A1B1C1 равны;

в) треугольники ABC и A1B1C1
подобны.

2. Найдите площадь 
ника A1B1C1, если MA : AA1 = 2 : 1,
SABC = 4 см2.



Задача 69. Через середины р бер AB и BC тетраэдра
SABC проведена плоскость параллельно ребру SB.
Докажите, что эта плоскость пересекает грани SAB и
SBC по параллельным прямым.

Р е ш е н и е.
Обозначим секущую плоскость буквой α, середины

р бер AB и BC буквами M и N.
Пусть плоскость α пересекает грань SAB по отрезM

ку MK, а грань SBC по отрезку NE (рис. 1.28).
Докажем, что MK � NE.

Плоскость SAB проходит через прямую SB, паралM
лельную плоскости α (по условию), и пересекает плосM
кость α по прямой MK. Отсюда согласно утверждению 10

из п. 6 следует, что MK � SB.
Аналогично доказывается, что NE � SB.
Следовательно, MK � NE (по теореме о параллельности

тр х прямых, п. 5).

Задача 73. В тетраэдре ABCD точки M, N и P являютM
ся серединами р бер AB, BC и СD, AC = 10 см, BD = 12 см.
Докажите, что плоскость MNP проходит через середину K
ребра AD, и найдите периметр четыр хугольника, полуM
ченного при пересечении тетраэдра плоскостью MNP.

Р е ш е н и е.
Секущая плоскость MNP и плоскость грани ABC

имеют две общие точки M и N, следовательно, они переM
секаются по прямой MN, проходящей через эти точки
(рис. 1.29).

Отрезок MN — средняя линия треугольника ABC,
поэтому MN � AC. Отсюда следует, что MN � ACD (по
признаку параллельности прямой и плоскости).

Таким образом, секущая плоскость MNP проходит чеM
рез прямую MN, параллельную плоскости ACD. СледоM
вательно, линия пересечения плоскостей MNP и ACD
параллельна прямой MN (утверждение 10 из п. 6). Пусть
эта линия пересекается с ребром AD в точке K.

Так как PK � MN и MN � AC, то PK � AC, а так как точM
ка P — середина отрезка CD, то отрезок PK — средняя
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линия треугольника ACD, т. е. точка K — середина
ребра AD.

MN = PK = AC = 5 см. Отрезки NP и MK — средние

линии треугольников CBD и ABD, поэтому NP = MK =

= BD = 6 см. Периметр четыр хугольника MNPK равен

2 � (5 + 6) = 22 (cм).
О т в е т: 22 см.

Урок № 19

Тема урока: Параллелепипед

Основные задачи урока

Ввести понятие параллелепипеда, рассмотреть его свойM
ства 10 и 20 (п. 13); решить задачи на применение свойств
параллелепипеда.

Примерный план проведения урока

1. Используя текст учебника, ввести понятие паралM
лелепипеда (см. рис. 36, а).

2. Изучить названия элементов параллелепипеда: граM
ни, р бра, вершины, смежные грани, противоположные
грани, противоположные вершины, диагонали, основаM
ние, боковые грани, боковые р бра.

3. Доказать с в о й с т в о 10: противоположные грани
параллелепипеда параллельны и равны.

Следует обратить внимание учащихся на то, что в хоM
де доказательства используются два известных факта:
признак параллельности двух плоскостей и равенство
параллелограммов по двум смежным сторонам и углу
между ними.

4. Доказать с в о й с т в о 20: диагонали параллелепиM
педа пересекаются в одной точке и делятся этой точкой
пополам.

5. Для формирования и развития у учащихся проM
странственных представлений полезно с помощью M
ектора спроектировать на экран  (или  классную доску)
каркасные модели тетраэдра и параллелепипеда и объясM
нить учащимся, как используются свойства параллельM
ного проектирования при изображении этих фигур.

6. Для классной и домашней работы можно испольM
зовать задачи 76—78, вопрос 15 и другие вопросы из
раздела «Вопросы к главе I», дополнительные задачи к
главе I.

1
�
2

1
�
2
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Задача 77. Сумма всех рёбер
параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
равна 120 см. Найдите каждое
ребро параллелепипеда, если 

усло-

па-

из- 

вестно, что = , = .

Р е ш е н и е. Пусть AB = 4k,
тогда BC = 5k, BB1 = 6k. По 
вию 4 (4k + 5k + 6k) = 120, т. е.
15k = 30, откуда k = 2. Рёбра 
раллелепипеда равны 8 см, 10 см
и 12 см (рис. 1.30).

Уроки № 20—21

Тема уроков: Задачи на построение сечений

Основная задача уроков

Выработать навыки решения задач на се-

утверж-

построение 
чений тетраэдра и параллелепипеда.

Примерный план проведения уроков

1. Используя текст учебника, ввести понятие секущей
плоскости тетраэдра (параллелепипеда).

2. С помощью рисунков 38 ка-
парал-

парал-

требо-

паралле-

каким-то
противополож-

и 39, а—в выяснить, 
кое число сторон может иметь сечение тетраэдра и 
лелепипеда.

Обратить особое внимание учащихся на тот факт, что
если секущая плоскость пересекает две 
ные грани параллелепипеда по отрезкам, то эти
отрезки параллельны. Следует обосновать это 
дение: плоскости противоположных граней 
лепипеда параллельны, поэтому согласно утверждению10 из п. 11 секущая плоскость пересекает их по 
лельным прямым.

3. Обсудить устно решения задач 1, 2, 3, приведён-
ные в учебнике.

В связи с необходимостью проводить постоянную ра- 
боту по развитию устной речи учащихся следует 
вать от них не только построения сечений в рассматри- 
ваемых задачах, но и устного рассказа о ходе построе- 
ния с соответствующими обоснованиями.

Для краткости записи решений можно использовать
известную символику.

Более сложные задачи на построение сечений тетра- 
эдра и параллелепипеда, когда данные точки, через ко- 

5
6

BC
BB1

4
5

AB
BC
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торые проводится сечение, лежат внутри граней, могут
быть рассмотрены на факультативных занятиях и спецM
курсах.

Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 74, 75, 79—87, дополнительные задачи
к главе I.

Задача 105. Изобразите тетраэдр DABC и отметьте
точки M и N на р брах BD и CD и внутреннюю точку K
грани ABC. Постройте сечение тетраэдра плоскостью MNK.

Р е ш е н и е. Обозначим секущую плоскость буквой α.
Тогда M � α, N � α, M � CDB, N � CDB, α � CDB = MN.

Возможны два случая: 10) MN � BC = P; 20) MN � BC.
Рассмотрим их раздельно.

10) Проводим прямую MN. P � α, K � α, P � ABC, K � ABC,
α � ABC = PK. Проводим прямую PK. Пусть она пересеM
кает стороны AC и AB в точках E и F. Проводим отрезM
ки NE и MF. Искомое сечение — четыр хугольник MNEF
(рис. 1.31).

20) Через точку K проводим EF � BC. Проводим отрезM
ки NE и MF. Искомое сечение — четыр хугольник
MNEF.

Задача 85. Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1
и постройте его сечение плоскостью BKL, где K —
середина ребра AA1, а L — середина CC1. Докажите, что
построенное сечение — параллелограмм.

Р е ш е н и е. Проведем отрезок KL. Согласно аксиоме А2
он лежит в плоскости сечения.

Так как точки K и L — середины боковых р бер, то
отрезок KL проходит через середину диагонали AC1, а поM
этому согласно свойству 20 параллелепипеда (п. 13) он
проходит через середину диагонали BD1 (точка O на риM
сунке 1.32).

B � α, O � α, следовательно, BD1 � α. Искомое сечение —
четырехугольник BLD1K. Так как его диагонали KL и
BD1 точкой пересечения делятся пополам, то четыр хM
угольник BLD1K — параллелограмм.
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4. На уроках № 20—21 можно использовать слайды
1.11—1.14.
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Сечение тетраэдра плоскостью 1.11

1. Объясните, как построить сечение тетраэдра
DABC плоскостью, проходящей через данные точки
M, N, K.

2. В задачах 1—3 найдите периметр сечения, если
M, N, K — середины р бер и каждое ребро тетраэдра
равно a.
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Сечение куба плоскостью 1.12

1. Объясните, как построить сечение куба плоскоM
стью, проходящей через три данные точки, являющиеM
ся либо вершинами куба, либо серединами его р бер
(три данные точки на рисунках выделены).

2. В задачах 1—4 и 6 найдите периметр сечения,
если ребро куба равно a. В задаче 5 докажите, что

AE = a.1
�
3
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1.13

Задача. Все грани параллелепипеда — равные ромбы
со стороной a и острым углом 60°.

1. Объясните, как построить сечение параллелепиM
педа плоскостью, проходящей через точки B, D
и M, если M — середина ребра B1C1.

2. Докажите, что построенное сечение есть равноM
бедренная трапеция.

3. Найдите стороны трапеции.

Р е ш е н и е.

1) Пусть α — секущая плоскость, α � ABCD = BD,
α � BCC1B1 = BM, MN � BD, сечение — трапеция BDNM.

2) 	BB1M = 	DD1N, BM = DN, трапеция BDNM равM
нобедренная.

3) BD = a, MN = , BM = .

Приведите необходимые обоснования.

a �7��
2

a
�
2
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Сечение параллелепипеда плоскостью 1.14

Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
плоскостью, проходящей через точки:

1) A, B, K;                2) A, D1, K;

3) A и С параллельно   4) M, D1, C;
диагонали BD1;

5) M, E, K;               6) K, M, N.



При решении задач, связанных с сечением тетраэдра
некоторой плоскостью, часто оказывается полезной теоре-
ма Менелая, в некоторых других задачах — теорема
Чевы. Поэтому в классах с углубл нным изучением
математики изучение пункта 14 «Задачи на построение
сечений» целесообразно совместить с изучением теорем
Менелая и Чевы (пункты 95 и 96). Привед м пример
такой задачи.

Задача 1. В тетраэдре ABCD на р брах AB, AD и BC
взяты соответственно точки K, L и M так, что AK : KB =
= 2 : 3, AL = LD, BM : MC = 4 : 5. Постройте сечение
тетраэдра плоскостью KLM и найдите, в каком
отношении эта плоскость делит ребро CD.

Р е ш е н и е.
1) Провед м отрезки KL и KM, а затем продолжим от-

резки KL и BD, лежащие в плоскости ABD, до пере-
сечения в точке E (рис. 1.33). Точки E и M лежат в
секущей плоскости KLM и также в плоскости BCD.

Проведя отрезок ME, получим точку N, в которой
секущая плоскость KLM пересекается с ребром CD.
Четыр хугольник KLNM — искомое сечение.

2) Найд м отношение CN : ND. С этой целью приме-
ним теорему Менелая к треугольникам ABD и BCD. На
сторонах AB и AD треугольника ABD лежат точки K и
L, а на продолжении стороны BD — точка E, прич м
точки K, L и E лежат на одной прямой. Поэтому
согласно теореме Менелая имеет место равенство

� � = 1.

По условию = , = 1, следовательно,

= , = .

На сторонах BC и CD треугольника BCD лежат точ-
ки M и N, а на продолжении стороны BD — точка E,

2
�
3

ED
�
BE

3
�
2

BE
�
ED

DL
�
LA

2
�
3

AK
�
KB

DL
�
LA

BE
�
ED

AK
�
KB
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Рис. 1.33



прич м точки M, N и E расположены на одной прямой.
По теореме Менелая

� � = 1.

Отсюда, учитывая, что

= , = ,

находим искомое отношение CN : ND = 15 : 8.
С целью использования теоремы Менелая в задаче 105

учебника можно дать дополнительное задание:
Найдите отношение, в котором плоскость MNK делит

ребро AB, если CN : ND = 2 : 1, BM = MD и точка K —
середина медианы AL треугольника ABC. (Ответ: 3 : 2.)

Аналогичное дополнительное задание можно дать в
задаче 106:

Найдите отношение, в котором плоскость MNK делит
ребро BC, если она делит ребро AB в отношении 1 : 4
(считая от точки A), точка K — середина ребра CD,
а точка N лежит на медиане DL треугольника ACD, приM
ч м DN : NL = 3 : 2. (Ответ: 4 : 3.)

На применение теоремы Чевы можно рассмотреть слеM
дующую задачу:

Задача 2. На р брах AB, BC и CA тетраэдра ABCD отM
мечены точки C1, A1, B1 так, что AC1 : C1B = 1 : 2,
BA1 : A1C = 2 : 3, CB1 : B1A = 3 : 1. Докажите, что плоскости
ADA1, BDB1 и CAC1 пересекаются по прямой.

Р е ш е н и е. Так как � � = � � = 1, то соM

гласно теореме Чевы в треугольнике ABC отрезки AA1,
BB1 и CC1 пересекаются в одной точке. Обозначим е
буквой E. Точки D и E — общие точки плоскостей ADA1,
BDB1 и CDC1. Следовательно, эти плоскости пересекаютM
ся по прямой DE.

Аналогично можно использовать теорему Чевы при
решении задачи 108 учебника.

Урок № 22

Тема урока: Повторение вопросов теории
и решение задач по всей теме «Параллельность

прямых и плоскостей»

Примерный план проведения урока

1. Повторить основные вопросы темы «Параллельность
прямых и плоскостей», заслушав ответы учащихся. Эти
вопросы сформулированы в карточках к зач ту № 1.

3
�
1

2
�
3

1
�
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�
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2. Провести математический диктант № 1.1. Диктант
привед н в дидактических материалах [1].

3. Рассмотреть решения некоторых задач из карточек
к зач ту и из учебника.

Изучение темы «Параллельность прямых и плоскосM
тей» завершается проведением контрольной работы № 1.2
и зач та № 1 по данной теме.

Урок № 23

Контрольная работа № 1.2

Вариант 1

10. Прямые a и b лежат в параллельных плоскостях
α и β. Могут ли эти прямые быть: а) параллельными;
б) скрещивающимися? Сделайте рисунок для каждого
возможного случая.

20. Через точку O, лежащую между параллельными
плоскостями α и β, проведены прямые l и m. Прямая l
пересекает плоскости α и β в точках A1 и A2 соответстM
венно, прямая m — в точках B1 и B2. Найдите длину отM
резка A2B2, если A1B1 = 12 см, B1O : OB2 = 3 : 4.

3. Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1 и поM
стройте его сечение плоскостью, проходящей через точM
ки M, N и K, являющиеся серединами р бер AB, BC и
DD1.

Вариант 2

10. Прямые a и b лежат в пересекающихся  плоскостях
α и β. Могут ли эти прямые быть: а) параллельными;
б) скрещивающимися? Сделайте рисунок для каждого
возможного случая.

20. Через точку O, не лежащую между параллельныM
ми плоскостями α и β, проведены прямые l и m. Прямая
l пересекает плоскости α и β в точках A1 и A2 соответстM
венно, прямая m — в точках B1 и B2. Найдите длину отM
резка A1B1, если A2B2 = 15 см, OB1 : OB2 = 3 : 5.

3. Изобразите тетраэдр DABC и постройте его сечение
плоскостью, проходящей через точки M и N, являющиеM
ся серединами р бер DC и BC, и точку K, такую, что
K � DA, AK : KD = 1 : 3.

Ответы:
Вариант 1

10. Рис. 1.34, a � b, a �b�.
20. 16 см.
3. Сечение — пятиугольник.

58

Вариант 2

10. Рис. 1.35, a � b, a �b�.
20. 9 см.
3. Сечение — трапеция.



Урок № 24

Зач т № 1. Параллельность прямых и плоскостей

Карточка 1

1. Сформулируйте аксиомы А1, А2 и А3 стереометрии.
Сформулируйте и докажите следствия из аксиом.

2. Докажите, что через любую точку пространства, не
лежащую на данной прямой, проходит прямая, паралM
лельная данной, и притом только одна.

3. Плоскость α пересекает стороны AB и AC треугольM
ника ABC соответственно в точках B1 и C1. Известно, что
BC � α, AB : B1B = 5 : 3, AC = 15 см. Найдите AC1.

Карточка 2

1. Сформулируйте определение параллельных прямой
и плоскости. Сформулируйте и докажите теорему, выраM
жающую признак параллельности прямой и плоскости.

2. Докажите, что если одна из двух параллельных
прямых пересекает данную плоскость, то и другая пряM
мая пересекает эту плоскость.

3. Каждое ребро тетраэдра DABC равно 2 см. ПоM
стройте сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через
точки B, C и середину ребра AD. Вычислите периметр
сечения.

Карточка 3

1. Сформулируйте определение скрещивающихся пряM
мых. Сформулируйте и докажите теорему, выражающую
признак скрещивающихся прямых.

2. Докажите, что если две прямые параллельны третьей
прямой, то они параллельны.
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Рис. 1.34 Рис. 1.35



3. Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
плоскостью, проходящей через точки A, C и M, где M —
середина ребра A1D1.

Карточка 4

1. Сформулируйте определение параллельных плоскосM
тей. Сформулируйте и докажите теорему, выражающую
признак параллельности двух плоскостей.

2. Докажите, что через каждую из двух скрещиваюM
щихся прямых проходит плоскость, параллельная друM
гой прямой, и притом только одна.

3. ABCDA1B1C1D1 — куб, ребро которого 4 см. ПостройM
те сечение куба плоскостью, проходящей через точки A,
D1 и M, где M — середина ребра BC. Вычислите периM
метр сечения.

Карточка 5

1. Докажите, что противоположные грани параллеM
лепипеда параллельны и равны.

2. Докажите, что если стороны двух углов соответM
ственно сонаправлены, то такие углы равны.

3. Параллельные плоскости α и β пересекают сторону AB
угла BAC соответственно в точках A1 и A2, а сторону AC
этого угла соответственно в точках B1 и B2. Найдите AA1,
если A1A2 = 6 см, AB2 : AB1 = 3 : 2.

Карточка 6

1. Докажите, что диагонали параллелепипеда пересеM
каются в одной точке и делятся этой точкой пополам.

2. Докажите, что если две параллельные плоскосM
ти пересечены третьей, то линии их пересечения паралM
лельны.

3. Точка C лежит на отрезке AB. Через точку A проM
ведена плоскость, а через точки B и C — параллельные
прямые, пересекающие эту плоскость соответственно
в точках B1 и C1. Найдите длину отрезка BB1, если
AC : CB = 4 : 3, CC1 = 8 см.
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Некоторые рекомендации к проведению зач та

1. Карточки к зач ту, содержащие основные вопросы
теории и некоторые типичные задачи, даются учащимся
заблаговременно (примерно за две недели до проведения
зач та).

2. Готовясь к зач ту, учащиеся делают какиеMто запиM
си. Эти записи (возможно, в виде черновиков), свидеM
тельствующие о повторении учебного материала и подгоM
товке к зач ту, учащиеся показывают учителю в день
проведения зач та. Они могут быть использованы на
зач те. При этом на основе беседы и дополнительных
вопросов учитель выясняет глубину усвоения темы
учащимися.

3. Зач т проводит учитель с помощью наиболее подM
готовленных учащихся — консультантов. Для этого
класс нужно разделить на несколько групп, в каждой из
которых 4—5 учеников. Один из них является помощниM
ком учителя в проведении зач та. По предыдущим уроM
кам и в начале зач та учитель должен убедиться в том,
что консультанты сами на хорошем уровне владеют учебM
ным материалом.

4. В течение урока учитель вед т опрос многих учаM
щихся. В конце урока он утверждает оценки, выставленM
ные консультантами. В отдельных случаях после урока
учитель может проверить записи учащихся, выполненM
ные на уроке, и после этого выставить окончательную
оценку по зач ту.

5. Итоговую оценку за полугодие учитель выставляет
на основе текущих оценок за самостоятельные и контM
рольные работы, а также устного ответа учащихся.
Решающая роль при этом принадлежит оценке по зач ту.



Глава II

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ

И ПЛОСКОСТЕЙ

§ 1. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ

И ПЛОСКОСТИ

Урок № 25

Тема урока: Перпендикулярные прямые
в пространстве. Параллельные прямые,

перпендикулярные к плоскости

Основные задачи урока

Ввести понятие перпендикулярных прямых в пространM
стве, доказать лемму о перпендикулярности двух паралM
лельных прямых к третьей прямой, дать определение
перпендикулярности прямой и плоскости, доказать теореM
мы, в которых устанавливается связь между параллельM
ностью прямых и их перпендикулярностью к плоскости.

Примерный план проведения урока

1. Напомнить понятие угла между двумя скрещиваюM
щимися прямыми, ввести понятие перпендикулярности
двух прямых в пространстве. Отметить, что перпендиM
кулярные прямые могут пересекаться и могут быть скреM
щивающимися (см. рис. 43 учебника).

2. Доказать л е м м у: если одна из двух параллельных
прямых перпендикулярна к третьей прямой, то и другая
прямая перпендикулярна к этой прямой.

Доказательство основано на использовании понятия
угла между прямыми и может быть проведено самими
учащимися с опорой на текст и рисунок 44 учебника.

3. Сформулировать определение перпендикулярности
прямой и плоскости. Ввести обозначение a � α. ПроилM
люстрировать понятие перпендикулярности прямой и
плоскости с помощью рисунка 45 и примеров из жизни.

4. Доказать т е о р е м у: если одна из двух параллельM
ных прямых перпендикулярна к плоскости, то и другая
прямая перпендикулярна к этой плоскости.

Доказательство теоремы несложное. Оно основано на
определении перпендикулярности прямой и плоскости и
рассмотренной выше лемме и состоит из двух этапов:
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1) x � α, x — произвольная прямая. Из условия a � α

следует (по определению перпендикулярности прямой и
плоскости), что a � x;

2) так как a1 � a (по условию) и a � x, то (согласно
лемме о перпендикулярности двух параллельных пряM
мых к третьей прямой) a1 � x.

Итак, прямая a1 перпендикулярна к произвольной
прямой x, лежащей в плоскости α. А это означает, что
a1 � α.

5. Доказать о б р а т н у ю  т е о р е м у: если две прямые
перпендикулярны к плоскости, то они параллельны.

Доказательство проводится по учебнику (см. рис. 47,
а, б). Повторить это доказательство можно на следующих
уроках.

На первый взгляд может показаться странным, почеM
му эта теорема названа обратной предыдущей теореме.
Ведь в предыдущей теореме условие состояло в том, что
a � a1 и a � α, а заключением теоремы было: a1 � α. В данM
ной теореме условие состоит в том, что a � α и a1 � α,
а заключение — в том, что a � a1.

Таким образом, с формальной точки зрения данная
теорема не является обратной предыдущей, поскольку
условие и заключение данной теоремы не совпадают соM
ответственно с заключением и условием предыдущей теоM
ремы. Тем не менее можно так сформулировать эти теоM
ремы, что каждая из них будет обратной другой.

Привед м эту формулировку.
Пусть прямая a перпендикулярна к плоскости α. Тогда:
если a � a1, то a1 � α,

и обратно:
если a1 � α, то a � a1.
6. Для классной и домашней работы можно испольM

зовать задачи 116—118, 120.
Задача 116 а). Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1.

Докажите, что DC � B1C1 и AB � A1D1, если �BAD = 90°.
Р е ш е н и е.
1) В параллелепипеде все

грани — параллелограммы. Так
как �BAD = 90° (по условию),
то грань ABCD — прямоугольM
ник, поэтому AB�AD и DC�BC
(рис. 2.1).

2) B1C1 � BC (так как грань
BB1C1C — параллелограмм) и
BC � DC. Отсюда по лемме о
перпендикулярности двух паM
раллельных прямых к третьM
ей B1C1 � DC.
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3) Аналогично доказываетM
ся, что AB � A1D1. ДействительM
но, A1D1 � AD (так как AA1D1D —
параллелограмм) и AB � AD, поM
этому AB � A1D1.

Задача 120. Через точку O
пересечения диагоналей квадM
рата со стороной a проведена
прямая OK, перпендикулярM
ная к плоскости квадрата.
Найдите расстояние от точки K
до вершин квадрата, если
OK = b.

Р е ш е н и е.
1) Прямая OK перпендикулярна к плоскости квадраM

та ABCD, OK � AC и OK � BD.
2) Треугольники KAO, KBO, KCO и KDO равны по

двум катетам, откуда KA = KB = KC = KD (рис. 2.2).

3) Из 	KAO получаем AO = . Так как KA =

= �K�O�2�+�O�A�2�, KA = �b�2�+��= .

Урок № 26

Тема урока: Признак перпендикулярности прямой
и плоскости

Основные задачи урока

Изучить теорему, выражающую признак перпендикуM
лярности прямой и плоскости; рассмотреть задачи на
применение этой теоремы.

Примерный план проведения урока

1. Повторить теоретический материал предыдущего
урока пут м опроса учащихся.

2. В качестве подготовительной работы к изучению
нового материала решить задачу 119.

Задача 119. Прямая OA перпендикулярна к плоскосM
ти OBC, и точка O является серединой отрезка AD.
Докажите, что: а) AB = DB; б) AB = AC, если OB = OC;
в) OB = OC, если AB = AC.

Р е ш е н и е.
а) OA � OBC по условию, следовательно, OA � OB по

определению перпендикулярности прямой к плоскости.
OA = OD по условию задачи, поэтому прямая OB являетM

�4b�2�+�2a�2�
��

2
2a2
�

4

a �2��
2
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ся серединным перпендикуляM
ром к отрезку AD, и, следоваM
тельно, AB = DB (рис. 2.3).

б) Так как по условию OA�OBC,
то OA � OC. Если OB = OC, то 
прямоугольные треугольники AOC
и AOB равны по двум катетам,
и, следовательно, равны их гиM
потенузы, т. е. AB = AC.

в) Если AB = AC, то прямоM
угольные треугольники AOC и
AOB равны по катету и гипотенуM
зе, откуда следует, что OB = OC.

3. Доказать теорему, выражающую п р и з н а к  п е р M
п е н д и к у л я р н о с т и  п р я м о й  и п л о с к о с т и: если
прямая перпендикулярна к двум пересекающимся пряM
мым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна
к этой плоскости.

В процессе доказательства теоремы выделяются слеM
дующие этапы:

1) Вначале рассматриваем случай, когда прямая a проM
ходит через точку O пересечения прямых p и q, лежаM
щих на плоскости α. Доказываем, что прямая a перпенM
дикулярна к любой прямой, лежащей в плоскости α и проM
ходящей через точку O.

2) Используя лемму о перпендикулярности двух паM
раллельных прямых к третьей, делаем вывод о перпенM
дикулярности прямой a к любой прямой, лежащей
в плоскости α. Это означает, что a � α.

3) Рассматриваем теперь случай, когда прямая a не
проходит через точку O пересечения p и q. В этом слуM
чае проводим через точку O прямую a1, параллельную пряM
мой a. В силу упомянутой леммы a1 � p и a1 � q, и поэтоM
му согласно доказанному в первом случае a1 � α. ОтсюM
да по первой теореме п. 16 следует, что a � α. Это
завершает доказательство теоремы.

4. В связи с тем что доказательство теоремы состоит
из нескольких этапов, можно предложить учащимся заM
писать план доказательства в соответствии с содержаниM
ем слайда 2.1.

Слайд может быть использован при подведении итоM
гов данного урока и на следующем уроке.

5. Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 121, 124, 126, 128.

Задача 128. Через точку O пересечения диагоналей
параллелограмма ABCD проведена прямая OM так, что
MA = MC, MB = MD. Докажите, что прямая OM перпенM
дикулярна к плоскости параллелограмма.

65

Рис. 2.3



66

Признак перпендикулярности прямой и плоскости 2.1

1. Сформулируйте определение перпендикулярноM
сти прямой и плоскости.

2. Теорема. Если прямая перпендикулярна к двум
пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то
она перпендикулярна к этой плоскости.

П л а н  д о к а з а т е л ь с т в а

1�й этап. Д а н о: a � OP, a � OQ, OL � α.
Требуется д о к а з а т ь: a � OL.
1) AO = OB.
2) AP = BP, AQ = BQ.
3) 	APQ = 	BPQ, поэтому �APQ = �BPQ.
4) 	APL = 	BPL, поэтому AL = BL.
5) В 	 ABL медиана LO является выM
сотой, т. е. AB � OL или a � OL.

2�й этап. m — произвольная прямая плоскости α,
OL � m. Так как a � OL, то a � m, и, слеM
довательно, a � α.

3�й этап. Д а н о: a � p, a � q. Требуется д о к а з а т ь:
a � α.
1) a1 � a.
2) Так как a1 � α, то a � α.



Р е ш е н и е.
1) Так как MA = MC (по услоM

вию) и AO = OC (диагонали паM
раллелограмма точкой пересеM
чения делятся пополам), то
отрезок MO — медиана равноM
бедренного треугольника AMC
(рис. 2.4).

Следовательно, MO также
высота этого треугольника, т. е.
MO � AC.

2) Аналогично доказывается,
что MO � BD.

3) Так как MO � AC и MO � BD, то по признаку перM
пендикулярности прямой и плоскости MO � ABCD.

Урок № 27

Тема урока: Теорема о прямой, перпендикулярной
к плоскости

Основные задачи урока

Повторить доказательство теоремы, выражающей приM
знак перпендикулярности прямой и плоскости; рассмотM
реть теорему из п. 18: через любую точку пространства
проходит прямая, перпендикулярная к данной плоскоM
сти, и притом только одна.

Примерный план проведения урока

1. Повторить доказательство теоремы, выражающей
признак перпендикулярности прямой и плоскости.

2. Проверить выборочно решения задач из домашней
работы.

3. Сформулировать т е о р е м у: через любую точку
пространства проходит прямая, перпендикулярная к
данной плоскости, и притом только одна.

Наглядно утверждение теоремы представляется вполM
не очевидным, однако строгое ее доказательство не являM
ется простым.

Учащимся, проявляющим повышенный интерес к маM
тематике, можно предложить разобрать доказательство
дома самим по учебнику. При этом следует обратить их
внимание на то, что в первой части доказательства ввоM
дится в рассмотрение плоскость β, проходящая через
данную точку M и перпендикулярная к данной прямой a.
Существование такой плоскости доказано в задаче с реM
шением, привед нной в п. 17, а единственность такой
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плоскости доказана в задаче 133, которая также дана с
решением. Таким образом, полное доказательство данной
теоремы весьма громоздко, и поэтому учитель по своему
усмотрению может изложить его с той или иной степеM
нью полноты в зависимости от уровня класса. Отдельные
фрагменты доказательства (задача из п. 17, задача 133)
можно рассмотреть на уроках № 28—30, посвящ нных
повторению теории и решению задач по теме.

4. Провести фронтальный опрос учащихся, используя
слайд 2.2.

5. Для классной и домашней работы можно испольM
зовать задачи 122, 123, 125, 127.

Задача 122. Прямая CD перпендикулярна к плоскоM
сти правильного треугольника ABC. Через центр O этоM
го треугольника проведена прямая OK, параллельная
прямой CD. Известно, что AB = 16 �3� см, OK = 12 см,
CD = 16 см. Найдите расстояния от точек D и K до верM
шин A и B треугольника.

Р е ш е н и е.
1) По условию задачи OK � CD, следовательно, OK � ABC

(рис. 2.5).
2) Точка O — центр правильного треугольника ABC,

следовательно, OA = OB = OC = = 16 см.AB
�
�3�
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2.2

Задача. В треугольнике ABC дано: �C = 90°, AC =
= 12 см, BC = 16 см, CM — медиана. Через вершину C
проведена прямая CK, перпендикулярная к плоскости
треугольника ABC, CK = 24 см.

1. Найдите KM.
2. Составьте план решения

задачи, если отрезок CM — выM
сота треугольника.

3. Составьте план решения
задачи, если отрезок CM — бисM
сектриса треугольника.

1) AB = 20, CM = AB = 10,
KM = 26.

2) 20 � CM = 12 �16.

3) � 12 �16 = � 12 � CM � sin 45° + � 16 � СM � sin 45°.1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2



3) Из 	KOA получаем

KA = �K�O��2�+�O��A��2�,

KA = �1�4�4�+�2�5�6� = 20 см.
Аналогично находим KB = 20 см.
4) Из 	DCA имеем

DA = �D�C�2�+�C�A�2�,

DA = �2�5�6�+�2�5�6��3� = 32 см.
Аналогично из 	DCB находим

DB = �D�C�2�+�B�C�2�= 32 см.

О т в е т: KA = KB = 20 см, DA = DB = 32 см.

Задача 127. В треугольнике ABC сумма углов A и B равM
на 90°. Прямая BD перпендикулярна к плоскости ABC.
Докажите, что CD � AC.

Р е ш е н и е.
1) �A + �B = 90°, следовательно, �C = 90°, т. е. AC � CB

(рис. 2.6).
2) BD � ABC, значит, BD � AC.
3) Итак, AC � CB и AC � BD. Значит, AC � BCD (по приM

знаку перпендикулярности прямой и плоскости), поэтоM
му AC � CD по определению перпендикулярности прямой
и плоскости.

Уроки № 28—30

Тема уроков: Решение задач на перпендикулярность
прямой и плоскости. Повторение вопросов теории

Основные задачи уроков

Выработать навыки решения основных типов задач на
перпендикулярность прямой и плоскости, повторить воM
просы теории.
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Примерный план проведения уроков

1. Повторить вопросы теории в ходе опроса учащихся
(пп. 15—18).

2. Решить выборочно задачи 129—137, использовать
вопросы 1—9 к главе II.

3. Рассмотреть частично или полностью доказательM
ство теоремы из п. 18.

4. Можно использовать задачи из дидактических маM
териалов [1].

5. Можно провести математический диктант (№ 2 в
дидактических материалах [1]).

6. Полезна работа на уроке со слайдом 2.3.
На уроке № 30 проводится самостоятельная работа.

Самостоятельная работа № 2.1

Вариант 1

10. Д а н о: AB � α, M и K — произвольные точки плосM
кости α. Докажите, что AB � MK.

2. Треугольник ABC правильный, точка O — его
центр. Прямая OM перпендикулярна к плоскости ABC.

а)0 Докажите, что MA = MB = MC.
б) Найдите MA, если AB = 6 см, MO = 2 см.

Вариант 2

10. Д а н о: прямая MA перпендикулярна к плоскости
треугольника ABC. Докажите, что MA � BC.

2. Четыр хугольник ABCD — квадрат, точка O — его
центр. Прямая OM перпендикулярна к плоскости квадM
рата.
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2.3

Задача. Дан тетраэдр MABC, в котором MB � BC и
MB � BA.

1. Докажите, что треугольM
ник MBD прямоугольный,
если D — произвольная точM
ка отрезка AC.

2. Найдите MD и плоM
щадь треугольника MBD, есM
ли MB = BD = a.

1) MB � BC, MB � BA, поM
этому MB � ABC, следоваM
тельно, MB � BD.

2) MD = a �2�, SMBD = 0,5a2.



а)0 Докажите, что MA = MB = MC = MD.
б) Найдите MA, если AB = 4 см, OM = 1 см.

Ответы:
Вариант 1. 2б. 4 см.
Вариант 2. 2б. 3 см.

Задача 129. Прямая AM перпендикулярна к плоскосM
ти квадрата ABCD, диагонали которого пересекаются
в точке O. Докажите, что:

а) прямая BD перпендикулярна к плоскости AMO;
б) MO � BD.
Р е ш е н и е.
а) MA � ABCD, следовательно, MA � BD по определеM

нию перпендикулярности прямой и плоскости, BD � AC
по свойству диагоналей квадрата (рис. 2.7).

Итак, BD � AO и BD � AM, следовательно, BD � AMO
по признаку перпендикулярности прямой и плоскости.

б) Так как BD � MOA, то прямая BD перпендикулярM
на к любой прямой, лежащей в плоскости MOA, в частM
ности BD � MO.

Задача 134. Докажите, что все прямые, проходящие
через данную точку M прямой a и перпендикулярные
к этой прямой, лежат в плоскости, проходящей через
точку M и перпендикулярной к прямой a.

Р е ш е н и е. Обозначим буквой α плоскость, проходяM
щую через точку M прямой a и перпендикулярную к этой
прямой, и рассмотрим произвольную прямую b, также проM
ходящую через точку M и перпендикулярную к прямой a.
Требуется доказать, что b � α (рис. 2.8). Допустим, что это
не так. Тогда плоскость β, проходящая через прямые a и
b, пересекается с плоскостью α по некоторой прямой b1,
проходящей через точку M и отличной от прямой b. Так
как a � α и b1 � α, то a � b1. Мы получили, что в плоскости
β через точку M проходят две прямые (b и b1), перM
пендикулярные к прямой a, чего не может быть. Значит,
предположение неверно и прямая b лежит в плоскости α.
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Задача 136. Докажите, что
если точка X равноудалена от
концов данного отрезка AB, то
она лежит в плоскости, прохоM
дящей через середину отрезка
AB и перпендикулярной к пряM
мой AB.

Р е ш е н и е. Обозначим букM
вой α плоскость, проходящую
через середину O отрезка AB и
перпендикулярную к прямой AB
(рис. 2.9). Пусть точка X равноудалена от концов
отрезка AB, т. е. XA = XB. Требуется доказать, что
X � α.

Если точка X лежит на прямой AB, то она совпадает
с точкой O, и поэтому X � α.

Если точка X не лежит на прямой AB, то отрезок XO
является медианой равнобедренного треугольника AXB
и, следовательно, высотой этого треугольника, т. е.
XO � AB.

Таким образом, прямая XO проходит через точку O
прямой AB и перпендикулярна к прямой AB. Отсюда слеM
дует (см. задачу 134), что прямая XO лежит в плоскосM
ти α, и поэтому X � α.

Задача 137. Докажите, что через каждую из двух
взаимно перпендикулярных скрещивающихся прямых
проходит плоскость, перпендикулярная к другой пряM
мой.

Р е ш е н и е. Пусть a и b — взаимно перпендикулярные
скрещивающиеся прямые. Докажем, что через прямую a
проходит плоскость, перпендиM
кулярная к прямой b.

1) Через произвольную точM
ку O прямой a провед м пряM
мую b1, параллельную прямой
b. Тогда a � b1, так как по услоM
вию a � b (рис. 2.10).

2) Обозначим буквой β плосM
кость, проходящую через переM
секающиеся прямые a и b1, и
провед м через точку O прямую
c, перпендикулярную к плоскоM
сти β. Тогда c � b1, а так как
b � b1, то c � b.

3) Обозначим буквой α плосM
кость, проходящую через переM
секающиеся прямые a и c. Так
как b � a (по условию) и b � c,
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то b � α (по признаку перпендикулярности прямой и
плоскости). Итак, через прямую a проходит плоскость α,
перпендикулярная к прямой b.

Аналогично доказывается, что через прямую b проM
ходит плоскость, перпендикулярная к прямой a.

§ 2. ПЕРПЕНДИКУЛЯР И НАКЛОННЫЕ.

УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ

Урок № 31

Тема урока: Расстояние от точки до плоскости.
Теорема о тр х перпендикулярах

Основные задачи урока

Ввести понятие расстояния от точки до плоскости, доM
казать теорему о тр х перпендикулярах, показать приM
менение этой теоремы при решении задач.

Примерный план проведения урока

1. Используя рисунок 51 учебника, ввести понятия
перпендикуляра к плоскости, наклонной, проекции наM
клонной на плоскость. Рассматривая прямоугольный
треугольник AMH (см. рис. 51), доказать, что перпенM
дикуляр, провед нный из данной точки к плоскости,
меньше любой наклонной, провед нной из той же точки
к этой плоскости. Длина перпендикуляра, провед нного
из точки к плоскости, называется расстоянием от этой
точки до плоскости.

2. Обратить внимание на замечания 1, 2, 3 в п. 19
учебника, в которых введены понятия расстояния между
параллельными плоскостями,
параллельными прямой и плосM
костью, скрещивающимися пряM
мыми. Полезно выполнить риM
сунки и обосновать справедлиM
вость утверждений, привед нM
ных в замечаниях.

З а м е ч а н и е 1. Если две
плоскости параллельны, то все
точки одной плоскости равноM
удалены от другой плоскости.

Пусть α � β, A � α, M � α. ПроM
ведем AA0 � β и MM0 � β, тогда 

73

Рис. 2.11



AA0 � MM0 (рис. 2.11), поэтому AA0 = MM0 (как отрезки
параллельных прямых, заключ нные между параллельM
ными плоскостями).

Итак, расстояния от двух произвольных точек A и M
плоскости α до плоскости β равны друг другу. То же саM
мое относится к расстояниям от точек плоскости β до
плоскости α.

Расстояние от произвольной точки одной из паралM
лельных плоскостей до другой плоскости называется расM
стоянием между параллельными плоскостями.

З а м е ч а н и е 2. Если прямая и плоскость параллельM
ны, то все точки прямой равноудалены от этой плоскости.

Доказательство утверждения приведено в решении заM
дачи 144, учащиеся могут прочитать его самостоятельно.

Можно предложить другой вариант доказательства.
Пусть a � α, A � a, B � a. Проведем AA1 � α и BB1 � α

(рис. 2.12). Тогда AA1 � BB1. Докажем, что AA1 = BB1.
Плоскость, проходящая через параллельные прямые

AA1 и BB1, пересекается с плоскостью α по прямой A1B1
и содержит прямую AB. Ясно, что AB � A1B1 (если бы эти
прямые пересекались, то прямая AB (т. е. прямая a)
пересекалась бы с плоскостью α, что противоречит услоM
вию a � α).

Итак, AA1 � BB1 и AB � A1B1. Следовательно, четыр хM
угольник ABB1A1 — параллелограмм, и поэтому AA1 = BB1.

Таким образом, расстояния от двух произвольных тоM
чек A и B прямой a до параллельной ей плоскости α равM
ны между собой.

Если прямая и плоскость параллельны, то расстояниM
ем между прямой и плоскостью называется расстояние
от произвольной точки прямой до этой плоскости.

З а м е ч а н и е 3. Если две прямые скрещивающиеся,
то расстоянием между ними называется расстояние межM
ду одной из них и плоскостью, проходящей через друM
гую прямую параллельно первой прямой.

Целесообразно напомнить, как выполняется построеM
ние плоскости, содержащей одну из скрещивающихся
прямых и параллельной другой прямой (рис. 2.13).

74

Рис. 2.12 Рис. 2.13



Пусть a � b. Через произвольную точку M прямой b
провед м прямую a1, параллельную a. Пересекающиеся
прямые a1 и b определяют некоторую плоскость α, паM
раллельную прямой a.

Из произвольной точки A прямой a проводим перпенM
дикуляр AA1 к плоскости α. Длина этого перпендикуляM
ра и есть расстояние между скрещивающимися прямыM
ми a и b.

В дальнейшем в процессе решения задач можно покаM
зать, как построить общий перпендикуляр к двум данM
ным скрещивающимся прямым a и b, т. е. отрезок, перM
пендикулярный к прямым a и b, концы которого лежат
на этих прямых.

3. Доказать теорему о тр х перпендикулярах и обратM
ную ей теорему. При этом можно использовать рисунок 53
учебника или слайд 2.4.

4. Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 138—145, 153.

Задача 143. Расстояние от точки M до каждой из
вершин правильного треугольника ABC равно 4 см. НайM
дите расстояние от точки M до плоскости ABC, если
AB = 6 см.

Р е ш е н и е.
1) По условию MA = MB = MC = 4. Пусть MO � ABC

(рис. 2.14), тогда OA = OB = OC (как проекции равных
наклонных, см. задачу 139). Это означает, что точка O —
центр окружности, описанной около треугольника ABC,
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Теорема о тр х перпендикуляра 2.4

Д а н о: AH � α, AM — наклонная к плоскости α,
HM — проекция наклонной, a � α, a � HM.

Д о к а ж и т е: a � AM.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
AH � a, так как AH � α.
a � AH, a � HM, следовательM

но, a � β по признаку перпенM
дикулярности прямой и плосM
кости. Отсюда следует, что
a � AM (по определению перM
пендикулярности прямой и
плоскости).

Приведите полное обоснование о б р а т н о й  т е о р е M
м ы: a � α, a � AH, a � AM, следовательно, a � β и
поэтому a � HM.



а OA — радиус этой окружности. Известно, что a3 = R �3�,
где a3 = AB, R = AO, поэтому AO = = 2 �3�.

2) Из 	MAO получаем

MO = �M�A�2�–�A�O�2�, MO = �1�6�–�1�2� = �4�= 2.

О т в е т: 2 см.

Задача 145. Через вершину A прямоугольного треM
угольника ABC с прямым углом C проведена прямая AD,
перпендикулярная к плоскости треугольника.

а) Докажите, что треугольник CBD прямоугольный.
б) Найдите BD, если BC = a, DC = b.
Р е ш е н и е.
а) Отрезок AC — проекция наклонной DC на плосM

кость треугольника ABC (рис. 2.15). BC � AC по условию,
следовательно, BC � DC по теореме о тр х перпендикуляM
рах и поэтому треугольник CBD прямоугольный.

б) BC = a, DC = b. Из 	BCD получаем BD = �B�C�2�+�C�D�2�,
BD = �a�2�+�b�2�.

О т в е т: �a�2�+�b�2�.
В дальнейшем в процессе решения задач важно обраM

тить внимание учащихся на обобщ нную теорему о тр х
перпендикулярах, когда прямая a1 перпендикулярна
к проекции наклонной, но не проходит через основание
наклонной.

Урок № 32

Тема урока: Угол между прямой и плоскостью

Основные задачи урока

Ввести понятие угла между прямой и плоскостью;
рассмотреть задачи, в которых используется это понятие.

6
�
�3�
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Примерный план проведения урока

1. Проверить выборочно решение задач из домашней
работы. Решения задач типа 138—142 и доказательство
теоремы о тр х перпендикулярах можно обсудить устно,
используя готовые рисунки и слайды.

2. Ввести понятие проекции точки на плоскость, проM
екции фигуры на плоскость. Доказать, что проекцией
прямой на плоскость, не перпендикулярной к этой плосM
кости, является прямая. При этом используются рисунM
ки 54, 55 учебника.

3. Ввести определение угла между прямой и плоскоM
стью.

4. Разобрать решение задачи 162, привед нное в учебM
нике. Доказать, что угол между данной прямой и плосM
костью является наименьшим из всех углов, котоM
рые данная прямая образует с прямыми, провед нными в
плоскости через точку пересечения прямой с плосM
костью.

Учащимся полезно сделать краткую запись доказаM
тельства, привед нного в слайде 2.5.

5. Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 163—165, 146—148.

Задача 165. Из точки A, удал нной от плоскости γ на
расстояние d, проведены к этой плоскости наклонные AB
и AC под углом 30° к плоскости. Их проекции на плоM
скость γ образуют угол 120°. Найдите BC.
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Угол между прямой и е  проекцией на плоскост 2.5

есть наименьший из всех углов между данной прямой
и прямыми, лежащими в этой плоскости и проходяM
щими через точку пересечения данной прямой с плосM
костью.

Д а н о: MO � α, MA — наM
клонная, PQ � α, �MAO = ϕ0,
�MAQ = ϕ.

Д о к а ж и т е: ϕ0 < ϕ.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

MB � PQ, MO < MB.

< , sin ϕ0 < sin ϕ, ϕ0 < ϕ.

Приведите полное обосноваM
ние решения.

MB
�
MA

MO
�
MA



Р е ш е н и е.
1) Из треугольника AOB

имеем

= tg 30°, OB = d �3�
(рис. 2.16).

2) Из треугольника AOC
получаем

OC = d �3�.
3) Из треугольника BOC по

теореме косинусов получаем

BC2 = OB2 + OC2 – 2 � OB � OC � сos 120°,

BC2 = 3d2 + 3d2 – 2 � d �3� � d �3� � �– �,

BC2 = 9d2, BC = 3d.

О т в е т: 3d.

Уроки № 33—36

Тема уроков: Повторение теории. Решение задач
на применение теоремы о тр х перпендикулярах,

на угол между прямой и плоскостью

Основные задачи уроков

Повторить доказательство теоремы о тр х перпендиM
кулярах, понятие угла между прямой и плоскостью, заM
крепить навыки решения задач.

Примерный план проведения уроков

1. На каждом из уроков № 33—35 повторить вопроM
сы теории пут м опроса учащихся.

2. В процессе решения задач повторить соотношения
между элементами прямоугольного треугольника, теореM
мы синусов и косинусов.

3. Обратить особое внимание на решение некоторых
типовых задач, которые будут использоваться в дальнейM
шем при вычислении площадей поверхностей и объ мов
многогранников. К таким задачам относятся, например,
задачи 147, 151, 158, 161. Полезно использовать на уроM
ках привед нный ниже слайд 2.6, который предназначен
для фронтальной работы с учащимися, обсуждения подM
ходов к решению задач из учебника.

4. На уроке № 36 целесообразно провести самостояM
тельную работу контролирующего характера.

1
�
2

AO
�
OB
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Самостоятельная работа № 2.2

Вариант 1

Из точки M провед н перпендикуляр MB, равный 4 см,
к плоскости прямоугольника ABCD. Наклонные MA и MC
образуют с плоскостью прямоугольника углы 45° и 30°

соответственно.
а)0 Докажите, что треугольники MAD и MCD прямоM

угольные.
б)0 Найдите стороны прямоугольника.
в) Докажите, что треугольник BDC является проекM

цией треугольника MDC на плоскость прямоугольника,
и найдите его площадь.

Вариант 2

Из точки M провед н перпендикуляр MD, равный 6 см,
к плоскости квадрата ABCD. Наклонная MB образует с
плоскостью квадрата угол 60°.

а)0 Докажите, что треугольники MAB и MCB прямоM
угольные.

б)0 Найдите сторону квадрата.
в) Докажите, что треугольник ABD является проекM

цией треугольника MAB на плоскость квадрата, и найM
дите его площадь.

Ответы:
В а р и а н т 1. б) AB = 4 см, BC = 4 �3� см; в) 8 �3� см2.
В а р и а н т 2. б) �6� см; в) 3 см2.

Задача 147. Из точки M провед н перпендикуляр MB
к плоскости прямоугольника ABCD. Докажите, что треM
угольники AMD и MCD прямоугольные.
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2.6

Задача. Найдите угол между скрещивающимися
прямыми AB и PQ, если каждая из точек P и Q равM
ноудалена от концов отрезка AB.

Р е ш е н и е.
PA = PB = m, QA = QB = n.

Отсюда следует, что точки P
и Q лежат в плоскости α,
проходящей через середину
отрезка AB, и α � AB.  ПоэтоM
му PQ � α и PQ � AB, т. е. исM
комый угол равен 90°.



Р е ш е н и е.
1) По условию задачи отрезок MB — перпендикуляр

к плоскости прямоугольника, следовательно, отрезок AB
есть проекция наклонной MA на плоскость прямоугольM
ника (рис. 2.17). AD � AB (так как ABCD — прямоугольM
ник), следовательно, AD � MA по теореме о тр х перпенM
дикулярах. Таким образом, угол MAD прямой и, значит,
треугольник AMD прямоугольный.

2) Аналогично, так как DC � BC, то DC � MC и треM
угольник MCD прямоугольный.

Задача 151. Прямая CD перпендикулярна к плоскости
треугольника ABC. Докажите, что: а) треугольник ABC
является проекцией треугольника ABD на плоскость ABC;
б) если CH — высота треугольника ABC, то DH — высоM
та треугольника ABD.

Р е ш е н и е.
а) По условию задачи отрезок DC — перпендикуляр

к плоскости ABC, следовательно, точка C есть проекция
точки D на плоскость ABC, отрезок CB — проекция наM
клонной DB, а отрезок CA — проекция наклонной DA на
плоскость ABC (рис. 2.18).

Все точки отрезка AB лежат в плоскости ABC, поэтоM
му проекцией отрезка AB на плоскость ABC является сам
этот отрезок.

Итак, проекциями сторон треугольника ABD на плосM
кость ABC являются соответствующие стороны треугольM
ника ABC.

Очевидно также, что проекция M1 любой внутренней
точки M треугольника ABD лежит внутри треугольника
ABC и обратно: любая внутренняя точка M1 треугольниM
ка ABC является проекцией на плоскость ABC некоторой
внутренней точки M треугольника ABD. Это и означает,
что треугольник ABC является проекцией треугольника
ABD на плоскость ABC.

б) AB � CH по условию, следовательно, AB � DH по
теореме о тр х перпендикулярах, т. е. DH — высота треM
угольника ABD.
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Задача 158. Через вершину B ромба ABCD проведена
прямая BM, перпендикулярная к его плоскости. НайдиM
те расстояние от точки M до прямых, содержащих стоM
роны ромба, если AB = 25 см, �BAD = 60°, BM = 12,5 см.

Р е ш е н и е.
1) Проведем BK � AD (рис. 2.19). Отрезок BK — проM

екция наклонной MK на плоскость ромба, AD � BK, слеM
довательно, AD � MK по теореме о тр х перпендикуляM
рах. Длина отрезка MK равна расстоянию от точки M до
прямой AD.

Аналогично ME — расстояние от точки M до пряM
мой DC.

2) Из 	ABK получаем BK = AB � sin 60°, BK = .

3) Треугольник MBK прямоугольный, так как
MB � ABC. Имеем

MK = �M�B�2�+�B�K�2�, MK = �����2�+�����2� = 25 (см).

4) BK = BE (как высоты ромба). Прямоугольные треM
угольники MBK и MBE равны по двум катетам, следоM
вательно, ME = MK = 25 см.

5) Расстояния от точки M до прямых AB и BC равM
ны длине перпендикуляра MB, т. е. равны 12,5 см.

О т в е т: 25 см, 25 см, 12,5 см, 12,5 см.

Задача 161. Луч BA не лежит в плоскости неразв рM
нутого угла CBD. Докажите, что если � ABC = � ABD,
причем �ABC < 90°, то проекцией луча BA на плоскость
CBD является биссектриса угла CBD.

Р е ш е н и е.
1) Пусть AE � CBD. В плоскости ABC провед м перM

пендикуляр AM к прямой BC, а в плоскости ABD — перM
пендикуляр AK к прямой BD. Так как �ABC < 90°, то
точка M лежит на луче BC (а не на продолжении этого

25 �3��
2

25
�
2

25 �3��
2
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луча). Аналогично так как �ABD < 90°, то точка K леM
жит на луче BD (рис. 2.20).

Так как BC � AM, то BC � EM (по теореме, обратной
теореме о тр х перпендикулярах). Аналогично доказываM
ется, что BD � EK.

2) Прямоугольные треугольники ABK и ABM равны
по гипотенузе (AB — общая гипотенуза) и острому углу
(� ABC = �ABD), следовательно, BM = BK.

3) Прямоугольные треугольники BME и BKE равны по
гипотенузе (BE — общая гипотенуза) и катету (BM = BK),
следовательно, EM = EK.

4) Точка E равноудалена от сторон угла CBD, следоM
вательно, она лежит на биссектрисе этого угла, т. е. луч
BE — биссектриса угла CBD.

§ 3. ДВУГРАННЫЙ УГОЛ.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

Урок № 37

Тема урока: Двугранный угол

Основные задачи урока

Ввести понятия двугранного угла и его линейного
угла, рассмотреть задачи на применение этих понятий.

Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие двугранного угла, используя рисуM
нок 58 учебника.

2. Ввести понятие линейного угла двугранного угла.
Доказать, что все линейные углы двугранного угла равM
ны друг другу (см. рис. 59, а, б).

3. Дать определение градусной меры двугранного угла.
Рассмотреть примеры острого, прямого и тупого двугранM
ных углов, используя рисунок 60 учебника. Прямой двуM
гранный угол можно показать на пересечении двух стен
классной комнаты, а также стены и потолка или пола.

4. Для классной и домашней работы можно использоM
вать выборочно задачи 166—170.

Следует обратить внимание учащихся на обозначение
двугранных углов. Двугранный угол с ребром AB, на разM
ных гранях которого отмечены точки C и D, называется
двугранным углом CABD.

Задача 167. В тетраэдре DABC все ребра равны,
точка M — середина ребра AC. Докажите, что �DMB —
линейный угол двугранного угла BACD.
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Р е ш е н и е. Медианы BM и DM являются одновременM
но высотами правильных треугольников ABC и ADC
(рис. 2.21). Поэтому BM � AC и DM � AC, и, следовательM
но, �DMB является линейным углом двугранного угла
при ребре AC основания пирамиды.

Задача 170. Из вершины B треугольника ABC, стороM
на AC которого лежит в плоскости α, провед н к этой
плоскости перпендикуляр BB1. Найдите расстояние от
точки B до прямой AC и до плоскости α, если AB = 2 cм,
�BAC = 150° и двугранный угол BACB1 равен 45°.

Р е ш е н и е.
1) Треугольник BAC тупоугольный с тупым углом A,

поэтому основание высоты BK, провед нной из вершины B,
лежит на продолжении стороны AC. Расстояния от точM
ки B до прямой AC и до плоскости α равны соответственM
но BK и BB1 (рис. 2.22).

2) Так как AC � BK, то AC � KB1 по теореме, обратной
теореме о трех перпендикулярах. Следовательно, �BKB1 —
линейный угол двугранного угла BACB1. По условию
задачи �BKB1 = 45°.

3) Из 	BAK имеем �A = 30°, BK = BA � sin 30°, BK = 1.

Из 	BKB1 получаем BB1 = BK � sin 45°, BB1 = .

О т в е т: BK = 1 см, BB1 = см.

Урок № 38

Тема урока: Признак перпендикулярности
двух плоскостей

Основные задачи урока

Ввести понятие угла между плоскостями; дать опреM
деление перпендикулярных плоскостей; доказать теореM
му, выражающую признак перпендикулярности двух

�2��
2

�2��
2
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плоскостей; показать применение этой теоремы при реM
шении задач.

Примерный план проведения урока

1. Проверить выборочно решение задач из домашней
работы. Желательно использовать слайды с готовыми
чертежами.

2. Обратить внимание учащихся на то, что при переM
сечении двух плоскостей образуются четыре двугранных
угла. Если ϕ — величина того из четыр х углов, который
не превосходит каждый из остальных, то говорят, что
угол между пересекающимися плоскостями равен ϕ. ЯсM
но, что 0° < ϕ � 90°. Если ϕ = 90°, то плоскости называются
перпендикулярными. В этом случае каждый из четыр х
двугранных углов, образованных пересекающимися плосM
костями, прямой.

3. Доказать теорему, выражающую признак перпенM
дикулярности двух плоскостей. Доказательство теоремы
можно провести устно по тексту учебника, используя риM
сунок 62. Привед нное в учебнике традиционное доказаM
тельство, как правило, успешно усваивается учащимися.

4. Важно обратить внимание учащихся на следующие
два факта, часто используемые при решении задач:

а) Плоскость, перпендикулярная к ребру двугранного
угла, перпендикулярна к его граням. (Это утверждение
в несколько иной формулировке приведено в п. 23 учебM
ника в виде следствия из теоремы.)

б) Перпендикуляр, провед нный из любой точки одной
из двух взаимно перпендикулярных плоскостей к линии
их пересечения, есть перпендикуляр к другой плоскости.
(Это утверждение доказано в привед нном в учебнике
решении задачи 178.)

5. Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 171—180.

Задача 171. Гипотенуза прямоугольного равнобедренM
ного треугольника лежит в плоскости α, а катет наклоM
нен к этой плоскости под углом 30°. Найдите угол между
плоскостью α и плоскостью треугольника.

Р е ш е н и е.
1) Пусть 	 ABC — данный треугольник, AB � α,

CO � α. Тогда отрезок OB — проекция катета CB на плосM
кость α. По условию задачи �CBO = 30° (рис. 2.23).

2) Пусть в треугольнике COB CO = a, тогда CB = 2a.
3) Проведем CD � AB, тогда AB � DO по теореме, обM

ратной теореме о трех перпендикулярах, и �CDO — лиM
нейный угол двугранного угла, образованного при переM
сечении плоскости α с плоскостью треугольника. Пусть
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�CDO = x. Это и есть искомый угол между плоскостью α

и плоскостью треугольника.
4) Из 	CDB получаем �CBD = 45°, так как по услоM

вию треугольник ACB равнобедренный и прямоугольM

ный. Тогда CD = CB � sin 45°, CD = 2a � = a �2�.

5) Из 	CDO имеем sin x = , sin x = = , x = 45°.

О т в е т: 45°.

Задача 173. Ребро CD тетраэдра ABCD перпендикуM
лярно к плоскости ABC, AB = BC = AC = 6, BD = 3 �7�. НайM
дите двугранные углы DACB, DABC, BDCA.

Р е ш е н и е.
1) Так как DC � ABC, то DCA � ABC по признаку перM

пендикулярности двух плоскостей (рис. 2.24). СледоваM
тельно, двугранный угол при ребре AC, т. е. двугранный
угол DACB, прямой.

2) Проведем CK � AB, тогда AB � DK по теореме о тр х
перпендикулярах, и, следовательно, �DKC — линейный
угол двугранного угла при ребре AB тетраэдра. Из 	ACK
получаем CK = AC � sin 60°, CK = 3 �3�.

3) Из 	BDK имеем BK = 3, DK = �B�D�2�–�B�K�2�, DK =
= �6�3�–�9� = �5�4� = 3 �6�.

4) Пусть �CKD = α, тогда = cos α, cos α = = ,

откуда α = 45°, т. е. двугранный угол DABC равен 45°.
5) Так как BC � DC и AC � DC, то �ACB — линейный

угол двугранного угла BDCA.
Поскольку �ACB = 60°, то двугранный угол BDCA раM

вен 60°.
О т в е т: 90°, 45°, 60°.

Задача 174. Найдите двугранный угол ABCD тетраэдM
ра ABCD, если углы DAB, DAC и ACB прямые, AC = CB = 5,
DB = 5 �5�.

1
�
�2�

3 �3��
3 �6�

CK
�
DK

1
�
�2�

a
�
a �2�

CO
�
CD

�2��
2
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Р е ш е н и е.
1) По условию задачи углы

DAB и DAC прямые, следоM
вательно, DA � AB и DA � AC
(рис. 2.25). Отсюда следует, что
отрезок DA — перпендикуляр к
плоскости ABC, и, следовательM
но, отрезок AC — проекция
наклонной DC на плоскость
ABC.

2) По условию задачи угол ACB прямой, т. е. BC � AC,
и, следовательно, BC � DC по теореме о тр х перпендиM
кулярах. Таким образом, �ACD — линейный угол двуM
гранного угла ABCD.

3) Из 	DCB: DC = �D�B�2�–�B�C�2�, DC = �2�5�� 5�–�2�5� = 10.

4) Из 	DAC получаем �ACD = x, cos x = , cos x = ,
откуда x = 60°.

О т в е т: 60°.

Урок № 39

Тема урока: Прямоугольный параллелепипед

Основные задачи урока

Ввести понятие прямоугольного параллелепипеда,
рассмотреть свойства его граней, двугранных углов, диаM
гоналей.

Примерный план проведения урока

1. Сформулировать определение прямоугольного паM
раллелепипеда. Доказать, что все шесть граней прямоM
угольного параллелепипеда — прямоугольники.

2. Доказать, что все двугранные углы прямоугольноM
го параллелепипеда прямые.

3. Доказать т е о р е м у: квадрат диагонали прямоM
угольного параллелепипеда равен сумме квадратов тр х
его измерений.

Обратить внимание на аналогию со свойством диагоM
нали прямоугольника. Можно отметить также, что эта
теорема является одним из вариантов пространственной
теоремы Пифагора.

Рассмотреть следствие из теоремы: диагонали прямоM
угольного параллелепипеда равны.

4. Для классной и домашней работы можно использоM
вать выборочно задачи 187—192.

5
�
10

AC
�
DC

86

Рис. 2.25



Задача 191. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Докажите, что
плоскости ABC1 и A1B1D перпендикулярны.

Р е ш е н и е.
1) BC1 � B1C по свойству диагоналей квадрата

(рис. 2.26). DC � BCC1, поэтому DC � BC1, так как
BC1 � BCC1.

Таким образом, прямая BC1 перпендикулярна к двум
пересекающимся прямым DC и CB1, лежащим в плоскоM
сти A1B1D. Следовательно, прямая BC1 перпендикулярна
к плоскости A1B1D по признаку перпендикулярности
прямой и плоскости.

2) Плоскость ABC1 проходит через прямую BC1, перM
пендикулярную к плоскости A1B1D, следовательно,
ABC1 � A1B1D по признаку перпендикулярности двух плосM
костей.

Задача 192. Найдите тангенс угла между диагональю
куба и плоскостью одной из его граней.

Р е ш е н и е.
1) Пусть ребро куба ABCDA1B1C1D1 равно a. Тогда

BD = a �2� (рис. 2.27). Так как D1D � ABC, то прямая BD
является проекцией прямой BD1 на плоскость грани ABCD,
и поэтому угол между этими прямыми есть угол между
диагональю BD1 и гранью ABCD. Таким образом, требуM
ется найти тангенс угла D1BD, величину которого обоM
значим α.

2) Из 	D1DB получаем tg α = , tg α = , tg α = .

О т в е т: .

Урок № 40

Тема урока: Решение задач на прямоугольный
параллелепипед

Основные задачи урока

Повторить свойства прямоугольного параллелепипеда,
решить ряд задач на прямоугольный параллелепипед.

�2��
2

�2��
2

a
�
a �2�

D1D
�
BD
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Примерный план проведения урока

1. Повторить вопросы теории пут м опроса учащихся.
2. Проверить выборочно решение задач из домашней

работы, используя готовые чертежи, слайды.
3. Для классной и домашней работы можно использоM

вать задачи 193—196.

Задача 195. Найдите измерения прямоугольного паM
раллелепипеда ABCDA1B1C1D1, если AC1 = 12 см и диагоM
наль BD1 составляет с плоскостью грани AA1D1D угол
30°, а с ребром DD1 — угол 45°.

Р е ш е н и е.
1) Диагонали прямоугольM

ного параллелепипеда равны,
следовательно,
BD1 = AC1 = 12 см (рис. 2.28).

2) AB � ADD1, поэтому отM
резок AD1 — проекция диагоM
нали BD1 на плоскость грани
AA1D1D, и, следовательно,
�AD1B = 30°.

3) Из 	 ABD1 получаем
AB = 6 см (по свойству катета,
лежащего против угла в 30°).

4) Из 	DD1B имеем DB = D1B � sin 45°, DB = 6 �2�,
DD1 = D1B � cos 45° = 6 �2� (см).

5) Из 	ADB получаем AD = �D�B�2�–�A�B�2�, AD = �7�2�–�3�6� =
= �3�6� = 6 (см).

О т в е т: 6 см, 6 см, 6 �2� см.

Уроки № 41—42

Тема уроков: Повторение теории и решение задач
на перпендикулярность прямых и плоскостей

Основные задачи уроков

Повторить некоторые вопросы теории пут м опроса
учащихся: признак перпендикулярности прямой и плосM
кости, теорему о тр х перпендикулярах, признак перпенM
дикулярности двух плоскостей и др.; решить задачи,
близкие по содержанию задачам, включ нным в карточM
ки к зач ту.

Примерный план проведения уроков

1. Проверить выборочно решение задач из домашней
работы.
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2. Повторить основные вопросы теории: признак перM
пендикулярности прямой и плоскости и др. С этой цеM
лью использовать также вопросы к главе II.

3. Решить выборочно задачи из § 1, 2, 3. Можно исM
пользовать дополнительные задачи 201, 204, 212, 216 и др.

Целесообразно использовать слайды 2.7, 2.8 в основM
ном для обсуждения подходов к решению задач, для наM
хождения некоторых промежуточных величин в ходе реM
шения задач.

Задача 204. Прямая OM перпендикулярна к плоскоM
сти правильного треугольника ABC и проходит через
центр O этого треугольника, OM = a, �MCO = ϕ. Найдите:

а) расстояние от точки M
до каждой из вершин треM
угольника ABC и до прямых
AB, BC и CA;

б) длину окружности, опиM
санной около треугольника
ABC;

в) площадь треугольника
ABC.

Р е ш е н и е.
а) 1) Провед м высоты AD,

BK и CE треугольника ABC.
Они пересекаются в точке O —
центре треугольника (рис. 2.29).
Так как OA = OB = OC, то 	MAO = 	MBO = 	MCO (по
двум катетам), поэтому MA = MB = MC.

2) Из 	MCO имеем = sin ϕ, MC = , = tg ϕ,

OC = .

3) OD = OK = OE = , OD = . 	MOD = 	MOK =

= 	MOE по двум катетам, поэтому MD = MK = ME.
4) Так как OD — проекция MD на плоскость ABC и

OD � BC, то MD � BC (по теореме о тр х перпендикуляM
рах), и, следовательно, расстояние от точки M до пряM
мой AB равно MD. Из 	MOD получаем

MD = �M�O�2�+�O�D�2�,

MD = �a�2�+��= � �1�+�4�tg�2�ϕ�.

б) Длина окружности, описанной около треугольниM
ка ABC, вычисляется по формуле l = 2πR, где R = OC,
поэтому l = .2πa

�
tg ϕ

a
�
2 tg ϕ

a2
�
4 tg2

ϕ

a
�
2 tg ϕ

OC
�

2

a
�
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a
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sin ϕ
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в) Площадь 	ABC вычисляется по формуле

S = .

Так как AB = OC � �3� = , то SABC = .

О т в е т: а) , � �1�+�4�tg�2�ϕ�; б) ; в) .

Задача 212. Точка C является проекцией точки D на
плоскость треугольника ABC. Докажите, что площадь
треугольника ABD равна , где S — площадь треM
угольника ABC, а α — угол между плоскостями ABC и
ABD.

Р е ш е н и е.
1) Провед м высоту DK треM

угольника ABD и соединим отM
резком точки K и C (рис. 2.30).
Тогда CK � AB по теореме, обM
ратной теореме о тр х перпендиM
кулярах, а �CKD — линейный
угол двугранного угла, образоM
ванного при пересечении плоM
скостей ABC и ABD.

2) По условию задачи �CKD = α.

SABC = AB � СK, SABD = AB � DK.

Из 	DKC получаем CK = DK � cos α, DK = . ПоэтоM

му SABD = AB � = , или SABD = .
SABC
�
cos α

�
1
2

� AB � CK
��

cos α

CK
�
cos α

1
�
2

CK
�
cos α

1
�
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1
�
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�
cos α

3 �3�a2
��

4 tg2
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2πa
�
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Площадь проекции треугольника 2.7

Д а н о: 	 ABC: AB = 21, AC = 10, BC = 17, AC � α.
Двугранный угол BACO равен 60°, 	AOC — проекция
треугольника ABC на плоскость α. Найдите SAOC.

1. 212 > 172 + 102. Поэтому
	 ABC тупоугольный.

2. Объясните, как построить
	 AOC.

3. Объясните, как построить
линейный угол двугранного угM
ла BACO.

4. SABC = 84.
5. SAOC = 42.



Задача 216. Точки A и B лежат на ребре данного двуM
гранного угла, равного 120°. Отрезки AC и BD проведеM
ны в разных гранях и перпендикулярны к ребру двуM
гранного угла. Найдите отрезок CD, если AB = AC = BD = a.

Р е ш е н и е.
1) Проведем DK � AB и AK � BD (рис. 2.31), тогда

AK � AB, AK = KD = a. Так как AC � AB и AK � AB, то
�CAK — линейный угол двугранного угла, и поэтому
�CAK = 120°.

2) Из 	CAK по теореме косинусов получаем

CK2 = AC2 + AK2 – 2 � AC � AK � cos 120°,

CK2 = a2 + a2 – 2 � a � a � �– � = 3a2.

3) Так как AB � CAK (ребро перпендикулярно к плосM
кости линейного угла) и DK � AB, то DK � CAK, и, следоM

1
�
2
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2.8

Точки A и B лежат на ребре прямого двугранного
угла. Отрезки AC и BD проведены в разных гранях
перпендикулярно к ребру двугранного угла: AB = a,
AC = b, BD = c.

1. Объясните, как построить линейный угол
двугранного угла.

2. Укажите различные способы вычисления длины
отрезка CD.

3. Найдите длину отрезка CD.



вательно, DK � CK. Поэтому треугольник CKD прямоM
угольный. Из 	CKD получаем CD2 = CK2 + KD2, CD2 = 3a2 +
+ a2 = 4a2, CD = 2a.

О т в е т: 2a.
В классах с углубл нным изучением математики

можно рассмотреть также пункты 25* и 26* и решить
следующие задачи.

Задача 1. Луч OM лежит внутри тр хгранного угла
OABC. Докажите, что сумма плоских углов тр хгранного
угла OABC больше суммы плоских улов тр хгранного
угла OABM.

Задача 2. Все плоские углы тр хгранного угла пряM
мые. Найдите величины двугранных углов этого тр хM
гранного угла. (Ответ: 90°.)

Задача 3. Каждый плоский угол тр хгранного угла
равен 60°. На одном из р бер взята точка на расстоянии
3m от вершины угла. Найдите расстояние от этой точки
до противолежащей грани. (Ответ: m �6�.)

Урок № 43

Контрольная работа № 2.1

Вариант 1

1. Диагональ куба равна 6 см. Найдите:
а)0 ребро куба;
б)0 косинус угла между диагональю куба и плоскоM

стью одной из его граней.
2. Сторона AB ромба ABCD равна a, один из углов

ромба равен 60°. Через сторону AB проведена плоскость α

на расстоянии от точки D.a
�
2
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а)0 Найдите расстояние от точки C до плоскости α.
б)0 Покажите на рисунке линейный угол двугранного

угла DABM, M � α.
в) Найдите синус угла между плоскостью ромба и

плоскостью α.

Вариант 2

1. Основанием прямоугольного параллелепипеда слуM
жит квадрат, диагональ параллелепипеда равна 2 �6� см,
а его измерения относятся как 1 : 1 : 2. Найдите:

а)0 измерения параллелепипеда;
б)0 синус угла между диагональю параллелепипеда и

плоскостью его основания.
2. Сторона квадрата ABCD равна  a. Через сторону AD

проведена плоскость α на расстоянии от точки B.

а)0 Найдите расстояние от точки C до плоскости α.
б)0 Покажите на рисунке линейный угол двугранного

угла BADM, M � α.
в) Найдите синус угла между плоскостью квадрата и

плоскостью α.

Ответы:

Вариант 1. 1. а) 2 �3� см; б) .

2. а) ; в) .

Вариант 2. 1. а) 2 см, 2 см, 4 см; б) .

2. а) ; в) 30°.

Урок № 44

Зачет № 2. Перпендикулярность прямых
и плоскостей

Карточка 1

1. Сформулируйте определение перпендикулярности
прямой и плоскости. Докажите теорему, выражающую
признак перпендикулярности прямой и плоскости.

2. Решите одну из задач: 131 или 216.

Карточка 2

1. Докажите теоремы, устанавливающие связь между
параллельностью прямых и их перпендикулярностью к
плоскости.

2. Решите одну из задач: 143 или 213.
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Карточка 3

1. Докажите теорему о тр х перпендикулярах.
2. Решите одну из задач: 150 или 212.

Карточка 4

1. Сформулируйте определение угла между прямой и
плоскостью. Расскажите о свойстве угла между прямой
и плоскостью.

2. Решите одну из задач: 157 или 206.

Карточка 5

1. Сформулируйте определение перпендикулярности
двух плоскостей. Докажите теорему, выражающую приM
знак перпендикулярности двух плоскостей.

2. Решите одну из задач: 171 или 202.

Карточка 6

1. Докажите теорему о диагонали прямоугольного паM
раллелепипеда.

2. Решите одну из задач: 195 или 197.



Глава III

МНОГОГРАННИКИ

§ 1. ПОНЯТИЕ МНОГОГРАННИКА. ПРИЗМА

Урок № 45

Тема урока: Понятие многогранника. Призма

Основные задачи урока

Ввести понятия многогранника, его элементов, выпукM
лого и невыпуклого многогранников, призмы.

Примерный план проведения урока

1. Напомнить известные учащимся понятия тетраэдра
и параллелепипеда. Подчеркнуть, что каждая из этих
поверхностей ограничивает некоторое геометрическое теM
ло, отделяет это тело от остальной части пространства.
Такое наглядное представление о геометрических телах
вполне достаточно для учащихся на первичном уровне
рассмотрения этого понятия. Ниже, в п. 28, рассматриM
вается определение геометрического тела, в связи с чем
вводится ряд новых понятий. Этот материал могут проM
читать самостоятельно наиболее подготовленные учащиеM
ся, проявляющие повышенный интерес к математике.

2. Используя модели многогранников (куба, параллеM
лепипеда, тетраэдра, призмы и др.), назвать их элеменM
ты: грани, р бра, вершины, диагонали граней и диагонаM
ли многогранника. Важно, чтобы учащиеся усвоили эти
понятия, что позволит правильно понимать формулировM
ки задач, в процессе их решения не смешивать названия
различных элементов.

3. С помощью рисунков 70—72 учебника ввести поM
нятия выпуклого и невыпуклого многогранников.

4. Призма A1A2...AnB1B2...Bn определяется как многоM
гранник, составленный из двух равных многоугольников
A1A2...An и B1B2...Bn, расположенных в параллельных
плоскостях, и n параллелограммов A1A2B2B1, ..., AnA1B1Bn.
Таким образом, одной из пар противоположных сторон
этих параллелограммов служат соответственные стороны
равных многоугольников.

5. Используя рисунки 76, 77 учебника, ввести элеM
менты призмы: основание, боковые грани, боковые р бM
ра и стороны основания, высота призмы.
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6. С помощью моделей разъяснить понятия: прямая
призма, наклонная призма, правильная призма.

7. Обратить внимание учащихся на то, что знакомый
им параллелепипед — это четыр хугольная призма.

У произвольного параллелепипеда все шесть граней —
параллелограммы, у прямого параллелепипеда основаM
ния — параллелограммы, а боковые грани — прямоM
угольники, у прямоугольного параллелепипеда все шесть
граней — прямоугольники.

8. Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 218—225.

В процессе решения задач можно применять символиM
ческую запись (a, α) — величина угла между прямой a

и плоскостью α, (α, β) — величина угла между плоскоM
стями α и β.

Задача 219.
Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — прямоугольный параллелеM

пипед, AB = 12 см, AD = 5 см, (D1B, ABC) = 45°.

Найти DD1.

Р е ш е н и е.
1) Из 	 ABD имеем BD =

= �A�B�2�+�A�D�2�, BD = �1�2�2�+�5�2�=

= �1�6�9� = 13 (см) (рис. 3.1).
2) D1D � ADC, BD — проM

екция диагонали BD1 на плосM
кость ADC, поэтому �D1BD —
угол между диагональю BD1

и плоскостью основания:
�D1BD = 45°. 	 D1BD прямоM
угольный и равнобедренный:
D1D = DB = 13 (см).

О т в е т: 13 см.

Задача 223. Через два противоположных ребра куба
проведено сечение, площадь которого равна 64 �2� см2.
Найдите ребро куба и его диагональ.

Р е ш е н и е.
1) Пусть AB = BC = a, тогда BC1 = a �2�.

2) BA � AD и BA � AA1, следовательно, BA перпендиM
кулярно к плоскости грани ADD1A1, и поэтому BA � AD1
(рис. 3.2).

Сечение ABC1D1 — прямоугольник. SABC1D1 = AB � BC1,

т. е. a � a �2� = 64 �2�, откуда a2 = 64, a = 8.
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3) BD2
1 = 3a2 (по теореме о квадрате диагонали прямоM

угольного параллелепипеда), BD2
1 = 3 � 82, BD1 = 8 �3�.

О т в е т: AB = 8 см, BD1 = 8 �3� см.

Задача 225.
Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — правильная четыр хугольная

призма, (BD1, ADD1) = 30°.

Найти (BD1, ABC).

Р е ш е н и е.
1) AB � ADD1, следовательно, AD1 — проекция диагоM

нали BD1 на плоскость грани ADD1A1, поэтому �AD1B —
угол между диагональю BD1 и плоскостью этой грани
(рис. 3.3). �BD1A = 30°.

2) Отрезок BD — проекция диагонали BD1 на плосM
кость основания призмы, поэтому �D1BD = x — искомый
угол между диагональю призмы и плоскостью основания.

3) Пусть AB = a, тогда BD = a �2�. Из 	ABD1 получаем
BD1 = 2a (по свойству катета, лежащего против угла 30°).

4) Из 	D1DB имеем cos x = = = , x = 45°.

О т в е т: 45°.

Урок № 46

Тема урока: Площадь поверхности призмы

Основные задачи урока

Доказать теорему о площади боковой поверхности
прямой призмы, выработать навыки решения задач на
вычисление площадей полной и боковой поверхностей
призмы.

�2��
2

a �2��
2a

BD
�
BD1
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Примерный план проведения урока

1. Проверить выборочно выполнение домашнего задаM
ния, умение решать задачи типа 220, 221, 224. ЖелаM
тельно использовать кодоскоп, заранее подготовленные
решения задач.

2. Доказать теорему о площади боковой поверхности
прямой призмы. Полезно сделать записи, которые помоM
гут учащимся усвоить доказательство теоремы, привеM
д нное в учебнике.

Обозначим длины сторон основания прямой nMугольM
ной призмы через a1, a2, ..., an, высоту — буквой h.

Тогда

Sбок = a1h + a2h + ... + anh = (a1 + a2 + ... + an) h = p � h,

где p — периметр основания призмы.

3. Показать применение формул полной и боковой поM
верхностей призмы при решении задач.

Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 229а — г, 230, 231, 232.

Для работы на уроке — задачи 229а, 230.

Задача 230.
Д а н о: ABCA1B1C1 — прямая призма, AB = 5 см, BC =

= 3 см, �ABC = 120°. Наибольшая из площадей боковых
граней равна 35 см2.

Найти Sбок.

Р е ш е н и е.
1) Из треугольника ABC находим ребро AC по теоM

реме  косинусов:  AC2 = AB2 + BC2 – 2 � AB � BC � cos 120°,

AC2 = 25 + 9 – 2 � 5 � 3 � �– � = 49, AC = 7 (см) (рис. 3.4).

2) Отрезок AC — большая
сторона треугольника ABC,
следовательно, ACC1A1 — больM
шая боковая грань призмы.
Поэтому AC � CC1 = 35, или
7 � h = 35, откуда h = 5.

3) Sбок = p � h,
Sбок = (5 + 3 + 7) � 5 = 75.
О т в е т: 75 см2.

1
�
2

98

Рис. 3.4



Уроки № 47—48

Тема уроков: Повторение теории, решение задач
на вычисление площади поверхности призмы

Основные задачи уроков

Повторить определения призмы, е  элементов, вывод
формулы площади боковой поверхности прямой призмы,
продолжить формирование навыков решения задач.

Примерный план проведения уроков

1. Повторить вопросы теории пут м фронтальной
беседы и опроса учащихся: определения призмы и паралM
лелепипеда, их элементов, вывод формулы площади боM
ковой поверхности прямой призмы.

2. Решить задачи 226, 227, 228, 233, 234, 236—238.
3. Задачи 232, 235 и ряд дополнительных задач к

главе использовать в индивидуальной работе с учащимиM
ся, проявляющими повышенный интерес к математике,
на спецкурсе.

4. Полезно использовать на уроках слайды 3.1—3.5.
Это поможет учителю экономно расходовать время при
обсуждении подходов к решению задач.

5. С целью проверки навыков решения основных тиM
пов задач провести самостоятельную работу.
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3.1

Задача. Основание призмы — правильный треM
угольник ABC. Боковое ребро AA1 образует равные
острые углы со сторонами основания AB и AC.

Докажите, что: а) BC � AA1; б) грань BB1C1C —
прямоугольник.

Р е ш е н и е.
а) Так как AA1 образует

равные острые углы со стороM
нами AB и AC, то проекцией
ребра AA1 на плоскость ABC
является отрезок AO биссектM
рисы угла BAC. BC � AO, слеM
довательно, BC � AA1 по теоM
реме о тр х перпендикулярах.

б) BC � AA1, AA1 � BB1, поM
этому BC � BB1.
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3.2

Докажите, что площадь боковой поверхности
наклонной призмы равна произведению периметра
перпендикулярного сечения на боковое ребро.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Плоскость перпендикулярного сечения призмы перM

пендикулярна к боковым р брам, поэтому стороны
перпендикулярного сечения призмы являются высотаM
ми параллелограммов.

Sбок = a1l + a2l + ... + anl,
Sбок = (a1 + a2 + ... + an) l, Sбок = P� � l.

3.3

Задача. ABCA1B1C1 — треугольная призма. СекуM
щая плоскость α пересекает продолжения боковых
ребер B1B и C1C в точках M и N, α � AA1.

Cечение призмы плоскостью есть треугольник A1EK.
За перпендикулярное сечение призмы принимается
треугольник A1MN. Докажите, что Sбок = P� � l, т. е.

Sбок = (A1M + A1N + MN) � AA1.
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3.4

Задача. Cторона основания правильной треугольM
ной призмы равна a, высота призмы равна 1,5a. Через
сторону основания и противоположную вершину друM
гого основания проведено сечение.

Найдите:
1. Площадь боковой поM

верхности призмы.
2. Высоту основания призM

мы.
3. Угол между плоскостяM

ми основания и сечения.
4. Отношение площадей

основания и сечения призмы.

О т в е т: 1. 4,5a2. 2. .

3. 60°. 4. .1
�
2

a �3��
2

3.5

Задача. Основанием прямой призмы является пряM
моугольный треугольник, гипотенуза которого равна
m, а острый угол равен 60°. Через катет, противолеM
жащий этому углу, и противоположную этому катету
вершину другого основания проведено сечение, состаM
вляющее угол 45° с плоскостью основания.

1. Докажите, что треугольM
ник A1CB прямоугольный.

2. Укажите различные споM
собы вычисления площадей
основания и сечения призмы.

3. Вычислите площадь осM
нования призмы.

4. Вычислите площадь боM
ковой поверхности призмы.

О т в е т: 3. .

4. .m2 (3 + �3�)
��

4

m2 �3��
8



Самостоятельная работа № 3.1

Вариант 1

Сторона основания правильной четыр хугольной приз-
мы равна a, диагональ призмы образует с плоскостью ос-
нования угол 45°. Найдите:

а)0 диагональ призмы;
б)0 угол между диагональю призмы и плоскостью бо-

ковой грани;
в)0 площадь боковой поверхности призмы;
г) площадь сечения призмы плоскостью, проходящей

через сторону нижнего основания и противоположную
сторону верхнего основания.

Вариант 2

Диагональ правильной четыр хугольной призмы рав-
на a и образует с плоскостью боковой грани угол 30°.
Найдите:

а)0 сторону основания призмы;
б)0 угол между диагональю призмы и плоскостью ос-

нования;
в)0 площадь боковой поверхности призмы;
г) площадь сечения призмы плоскостью, проходящей

через диагональ основания параллельно диагонали призмы.

Ответы:
Вариант 1. а) 2a; б) 30°; в) 4a2 �2�; г) a2 �3�.

Вариант 2. а) ; б) 45°; в) a2 �2�; г) .

В классах с углубл нным изучением математики на
одном из уроков целесообразно вывести формулу площа-
ди прямоугольной проекции многоугольника, а затем с е
помощью доказать пространственную теорему Пифагора
(п. 31* учебника).

§ 2. ПИРАМИДА

Урок № 49

Тема урока: Пирамида. Правильная пирамида

Основные задачи урока

Ввести понятие пирамиды, доказать теорему о площа-
ди боковой поверхности правильной пирамиды, рассмот-
реть задачи, связанные с пирамидой.

a2 �2��
8

a
�
2

102



Примерный план проведения урока

1. Ввести понятия пирамиды, е  элементов: основаM
ние, боковые грани, вершина, боковые р бра, высота.

2. Ввести понятие правильной пирамиды, акцентироM
вав внимание учащихся на двух моментах: основание пиM
рамиды — правильный многоугольник, а отрезок, соедиM
няющий вершину пирамиды с центром е  основания, явM
ляется высотой пирамиды.

3. Используя рисунок 82 учебника, доказать устно,
что боковые грани правильной пирамиды — равные равM
нобедренные треугольники.

4. Ввести понятие апофемы правильной пирамиды.
Это высота боковой грани правильной пирамиды, провеM
д нная из е  вершины. Подчеркнуть, что этот термин
употребляется только для правильной пирамиды, хотя у
неправильной пирамиды также могут быть равны высоM
ты боковых граней.

5. Доказать теорему о площади боковой поверхности
правильной пирамиды, опираясь на текст учебника.

Полезна символическая запись доказательства:
Пусть сторона основания правильной пирамиды равна a,

апофема равна d. S	 — площадь боковой грани. Тогда

Sбок = n � S	 = n � ad = (n � a) � d, т. е. Sбок = p � d, где p —

периметр основания пирамиды.
6. Рассмотреть задачи на вычисление элементов и

площади поверхности пирамиды и в первую очередь реM
шать задачи на правильную пирамиду.

Для классной и домашней работы можно использоM
вать выборочно задачи 254—258.

Задача 255.
Д а н о: MABC — правильная треугольная пирамида,

AB = 8 см, �BMC = ϕ, MO — высота пирамиды.

Найти MO.
Р е ш е н и е.
1) Основание высоты MO

(точка O) — центр окружносM
ти, описанной около треугольM
ника ABC, AO = R — радиус
этой окружности. AB = R �3�, 
R = AO = , OD = = .

2) Из треугольника MBD
имеем = tg , MD =

(рис. 3.5).
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3) Из 	MOD получаем

MO = �M�D�2�–�O�D�2�=

= ���–�� = 4 ���–�� = �1�–���tg��2���.

О т в е т: �1�–���tg��2���.

Задача 256.
Д а н о: MABCD — правильM

ная четыр хугольная пирамиM
да, AB = m, �BMC = α.

Найти:
а) MO (высоту пирамиды);

б) MB; в) (MBC, ABC);

г) (AMD, CMD).

Р е ш е н и е.
а) ABCD — квадрат. OK = BK = . Из 	MBK имеем

= tg , MK = (рис. 3.6). Из 	MOK получаем

MO = �M�K�2�–�O�K�2�,

MO = ���–�� = �
��

–
�

1
�

= .

б) Из 	MBK имеем = sin , MB = .

в) OK � BC, MK � BC, поэтому �OKM — линейный
угол двугранного угла, образованного плоскостями бокоM
вой грани MBC и основания пирамиды. Пусть �OKM = β,

тогда cos β = = : = tg , β = arccos �tg �.

г) Проведем OE � MD. Так как MD � OE и MD � AC,
то MD � ACE, и, следовательно, �AEC — линейный угол
двугранного угла при боковом ребре MD. Пусть �AEC = γ.
Из 	MEC имеем �EMC = α, = sin α, EC = � sin α =

= m � cos .α
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Из 	OEC получаем = sin , sin = : m cos =

= , = arcsin � �, γ = 2 arcsin � �.

О т в е т: а) ; б) ; в) arccos �tg �;

г) 2 arcsin � �.

Урок № 50

Тема урока: Повторение теории, решение задач
на правильную пирамиду

Основные задачи урока

Повторить доказательство теоремы о площади боковой
поверхности правильной пирамиды, продолжить выраM
ботку навыков решения задач на правильную пирамиду.

Примерный план проведения урока

1. Повторить доказательство теоремы о площади боM
ковой поверхности правильной пирамиды.

2. Проверить выборочно решение задач из домашней
работы. Желательно при этом для экономии времени исM
пользовать готовые чертежи, слайды с решениями задач.

3. Решить выборочно задачи 257, 259—265.
Необходимо обратить внимание учащихся на качество

выполнения рисунков к задачам. С этой целью полезно
использовать привед нные ниже слайды 3.6—3.8 с изоM
бражениями фигур. Их использование поможет учителю
обсудить устно в форме фронтальной беседы решения заM
дач, повторить некоторые важные вопросы из ранее изуM
ченных разделов курса геометрии, поможет учащимся
решить самостоятельно задачи 261, 262, 263.

Задача 264. Найдите площадь боковой поверхности
правильной шестиугольной пирамиды, если сторона ее
основания равна a, а площадь боковой грани равна плоM
щади сечения, провед нного через вершину пирамиды и
большую диагональ основания.

Р е ш е н и е.

AB = a, AD = 2a. Sгр = AB � MK, SMAD = � AD � MO

(рис. 3.7). По условию задачи a � MK = � 2a � MO, откуда1
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MK = 2MO, и, следовательно,
�MKO = 30°. Из 	 AOK имеем

OK = . Из 	MOK получаем

MK = = : = a.

Таким образом,

Sбок = 6 � a � a = 3a2.

О т в е т: 3a2.

1
�
2

�3��
2

a �3��
2

OK
�
cos 30°

a �3��
2
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Рис. 3.7

Изображение фигур 3.6

Опираясь на свойства параллельного проектироваM
ния, объясните вид проекций изображ нных ниже
правильных многоугольников и правильных пирамид.

Правильные многоугольники

Параллельные проекции многоугольников

Правильные пирамиды
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3.7

Задача. DABC — правильная треугольная пирамида.

Докажите, что:
1. Скрещивающиеся ребM

ра DC и AB перпендикулярM
ны.

2. AB � DCK.
3. Плоскости DAB и DCK

перпендикулярны.
4. Перпендикуляр OE из

точки O к апофеме DK являM
ется перпендикуляром к плосM
кости DAB.

Дополните подробным обоснованием привед нные
записи:

1. AB � CO, AB � DC.
2. AB � CK, AB � DK, AB � DCK.
3. AB � DCK, AB � DAB, DAB � DCK.
4. OE � DK, OE � AB, OE � DAB.

3.8

Задача. Каждое ребро правильной четыр хугольM
ной пирамиды MABCD равно a. Через середины N, K,
L ребер проведено сечение пирамиды плоскостью.

1. Докажите, что:
а) NK � MDC; б) LF � KN; в) сечение NKLF — равM

нобедренная трапеция.
2. Вычислите периметр трапеции.
3. Составьте план вычисления площади трапеции.



Уроки № 51—52

Тема уроков: Решение задач по теме «Пирамида»

Основные задачи уроков

Рассмотреть задачи на вычисление площади поверхM
ности произвольной пирамиды.

Примерный план проведения уроков

1. Проверить выборочно решение задач из домашней
работы. Желательно использовать готовые чертежи,
слайды с решениями этих задач.

2. Решить несколько задач на вычисление элементов
и площади поверхности произвольной пирамиды. С этой
целью использовать задачи 239—253 выборочно, задачи
266 и 267, а также дополнительные задачи к главе. Эти
задачи могут быть использованы как на уроках № 51—
52, так и при проведении зач та по теме.

При подборе задач к урокам следует иметь в виду, что
к задачам, связанным с пирамидой, предстоит вернуться
в 11 классе в связи с рассмотрением формулы объ ма пиM
рамиды.

3. Повторить доказательство теоремы о вычислении
площади боковой поверхности правильной пирамиды.

4. С целью проверки уровня сформированности навыM
ков решения задач провести самостоятельную работу на
вычисление элементов и площади поверхности правильM
ной пирамиды.

Приведем решения некоторых из названных выше заM
дач для работы на уроках. В процессе их решения от
учащихся можно требовать лишь минимально необходиM
мые обоснования.

Задача 241. Основанием пирамиды является параллеM
лограмм со сторонами 5 м и 4 м и меньшей диагональю
3 м. Высота пирамиды проходит через точку пересечеM
ния диагоналей основания и равна 2 м. Найдите плоM
щадь полной поверхности пирамиды.

Р е ш е н и е.
1) Пусть AB = 5 м, AD = 4 м, BD = 3 м. Заметим, что

треугольник ABD прямоугольный: �ADB = 90°.
AD � DO, следовательно, по теореме о тр х перпендиM

кулярах AD � MD, т. е. MD является высотой грани
MAD (рис. 3.8).

2) Из 	MDO получаем MD = �2�2�+�1�,5�2�= �6�,2�5� = 2,5.
3) Из 	 ADB имеем DK � AB, AB � DK = AD � BD,

5 � DK = 4 � 3, DK = . Из 	MOF получаем OF � DK, OF =12
�
5
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= DK, OF = . MF = �M�O�2�+�O�F�2�= �4�+��= ��= .

4) Sбок = 2SAMD + 2SAMB = 4 � 2,5 + 5 � = 10 + 2 �3�4�.

Sосн = 4 � 3 = 12. Sпир = 22 + 2 �3�4� (м2).

О т в е т: 22 + 2 �3�4� м2.

Задача 243. Основанием пирамиды DABC является
треугольник ABC, у которого AB = AC = 13 см, BC = 10 см,
ребро AD перпендикулярно к плоскости основания и
равно 9 см. Найдите площадь боковой поверхности пираM
миды.

Р е ш е н и е.
1) Проведем AK � BC, тогда BC � DK (по теореме о

тр х перпендикулярах), т. е. DK — высота треугольника
DBC (рис. 3.9).

2) Из 	ABK получаем

AK = �A�B�2�–�B�K�2�= �1�6�9�–�2�5� = �1�4�4� = 12.

3) Из 	DAK имеем

DK = �D�A�2�+�A�K�2�= �8�1�+�1�4�4� = �2�2�5� = 15.

4) 	ADB = 	ADC (по двум катетам). Sбок = 2SADB + SBDC,
Sбок = 13 � 9 + 5 � 15 = 117 + 75 = 192 (см2).

О т в е т: 192 см2.

Задача 245. Основанием пирамиды является прямоM
угольник, диагональ которого равна 8 см. Плоскости
двух боковых граней перпендикулярны к плоскости
основания, а две другие боковые грани образуют с осноM
ванием углы в 30° и 45°. Найдите площадь поверхности
пирамиды.

Р е ш е н и е.
1) Предположим, что плоскости MAB и MAD перпенM

дикулярны к плоскости основания, тогда линия их переM

2 �3�4��
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2 �3�4��
5

136
�
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�
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сечения MA перпендикулярна к плоскости основания,
т. е. MA — высота пирамиды (рис. 3.10).

2) Так как CB � AB, то CB � MB по теореме о тр х
перпендикулярах, поэтому �MBA — линейный угол двуM
гранного угла при ребре CB, �MBA = 30°.

Аналогично AD � DC, MD � DC, �MDA — линейный
угол двугранного угла при ребре DC, �MDA = 45°. ТреM
угольники MBC и MDC прямоугольные.

3) Пусть MA = x см, тогда MB = 2x см, AB = x �3� см.
Из 	MAD имеем MA = AD = x см, MD = x �2� см. Из 	ABC
получаем AB2 + BC2 = AC2, 3x2 + x2 = 64, x2 = 16, x = 4 (см).

4) Таким образом,
MA = 4 см, AB = DC = 4 �3� см,

MB = 8 см, MD = 4 �2� см, AD = BC = 4 см.

Sбок = AB � AM + AD � AM + BC � BM + DC � DM =

= � 4 �3� � 4 + � 4 � 4 + � 4 � 8 + � 4 �3� � 4 �2� = 24 + 8 �3� + 8 �6�.

Sосн = 4 �3� � 4 = 16 �3�.

Sпир = 24 + 24 �3� + 8 �6� = 8 (3 + 3 �3� + �6�) (см2).

О т в е т: 8 (3 + 3 �3� + �6�) см2.

Задача 248. Основанием пирамиды является треугольM
ник со сторонами 12 см, 10 см и 10 см. Каждая боковая
грань наклонена к основанию под углом 45°. Найдите
площадь боковой поверхности пирамиды.

Р е ш е н и е.
1) Пусть AB = AC = 10 см, BC = 12 см, MO — высота

пирамиды, AE — высота и медиана к стороне BC треM
угольника ABC (рис. 3.11). Из 	ABE получаем BE = 6 см,
AE = 8 см. SABC = 6 � 8 = 48 (см2).

2) Пусть OD и OK — перпендикуляры к сторонам
треугольника ABC, тогда �MEO, �MDO, �MKO — лиM

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

110

Рис. 3.10 Рис. 3.11



нейные углы двугранных углов, образованных плоскоM
стями боковых граней и основанием пирамиды. �MEO =
= �MDO = �MKO = 45°, 	MEO = 	MDO = 	MKO (по каM
тету MO и противолежащему острому углу в 45°), поэтоM
му OE = OD = OK, т. е. точка O — центр окружности,
вписанной в основание пирамиды. Пусть OE = r. СледоM

вательно, r = = = 3 (p — полупериметр треугольниM

ка ABC).

3) Из 	MOE получаем OE = 3 см, ME = = 3 �2� см.
MD = MK = ME = 3 �2� см.

4) Sбок = (AB + BC + AC) � ME = (10 + 12 + 10) � 3 �2� =

= 48 �2� (см2).

О т в е т: 48 �2� см2.
З а м е ч а н и е. Учащихся, проявляющих повышенный

интерес к математике, можно познакомить с содержаниM
ем слайда 3.9. В рассмотренной выше задаче 248 ответ
может быть найден быстрее с помощью утверждения 3
этого слайда.

Sосн = 6 � 8 = 48. Sбок = = = 48 �2�.48
�
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3.9

Задача. Известно, что боковые грани пирамиды наM
клонены к ее основанию под одним и тем же углом ϕ. 

Докажите, что:

1. В основание пирамиды
можно вписать окружность и
высота пирамиды проходит чеM
рез центр этой окружности.

2. Высоты боковых граM
ней, провед нные из вершиM
ны пирамиды, равны.

3. Sосн = Sбок � cos ϕ, где ϕ —
угол наклона боковой грани
к основанию пирамиды.

Sосн = p � r = p � m � cos ϕ = Sбок � cos ϕ, где p — периM

метр основания пирамиды, m — высота боковой граM
ни, r — радиус окружности, вписанной в основание.

1
�
2

1
�
2



Задача 251. Основанием пиM
рамиды DABC является прямоM
угольный треугольник с гипотеM
нузой BC. Боковые р бра пираM
миды равны друг другу, а е
высота равна 12 см. Найдите
боковое ребро пирамиды, если
BC = 10 см.

Р е ш е н и е. Пусть DO — выM
сота пирамиды. Тогда треугольM
ники DAO, DBO и DCO равны
по гипотенузе и катету. СледоM
вательно, OA = OB = OC, т. е. точM
ка O — центр окружности, опиM
санной около треугольника ABC
(рис. 3.12). Так как треугольник ABC прямоугольный,
то центром описанной окружности является середина гиM
потенузы BC. Из 	DOC получаем OC = 5 см,

DC = �D�O�2�+�O�C�2�= �1�4�4�+�2�5� = �1�6�9� = 13 (cм).
О т в е т: 13 см.
На уроке № 52 проводится самостоятельная работа на

вычисление элементов и площади поверхности правильM
ной пирамиды.

Самостоятельная работа № 3.2

Вариант 1

Высота правильной треугольной пирамиды равна a �3�,
радиус окружности, описанной около е  основания, 2a.
Найдите:

а)0 апофему пирамиды;
б)0 угол между боковой гранью и основанием;
в)0 площадь боковой поверхности;
г) плоский угол при вершине пирамиды.

Вариант 2

Апофема правильной четыр хугольной пирамиды равM
на 2a, высота пирамиды равна a �2�. Найдите:

а)0 cторону основания пирамиды;
б)0 угол между боковой гранью и основанием;
в)0 площадь поверхности пирамиды;
г) расстояние от центра основания пирамиды до плоскоM

сти боковой грани.

Ответы:

Вариант 1. а) 2a; б) 60°; в) 6a2 �3�; г) 2 arctg .

Вариант 2. а) 2a �2�; б) 45°; в) 8a2 (�2� + 1); г) a.

�3��
2
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Урок № 53

Тема урока: Усеч нная пирамида

Основные задачи урока

Ввести понятие усеч нной пирамиды и рассмотреть
вопрос о вычислении площади е  поверхности.

Примерный план проведения урока

1. Обсудить результаты самостоятельной работы, проM
вед нной на предыдущем уроке, проанализировать ошибM
ки, допущенные в работах.

2. Ввести понятие усеч нной пирамиды. Плоскость,
параллельная основанию пирамиды, разбивает е  на два
многогранника. Один из них является пирамидой, а друM
гой называется усеч нной пирамидой. Усеч нная пираM
мида — это часть полной пирамиды, заключ нная межM
ду е  основанием и секущей плоскостью, параллельной
основанию данной пирамиды.

При выполнении рисунков к задачам на усеч нную
пирамиду удобно вначале начертить полную пирамиду,
а затем выделить усеч нную пирамиду.

3. Используя модели и рисунок 83 учебника, назвать
элементы усеч нной пирамиды: основания, боковые граM
ни, боковые ребра, высоту. Доказать, что боковые грани
усеч нной пирамиды — трапеции.

4. Ввести понятие правильной усеч нной пирамиды.
Отметить, что основания правильной усеч нной пирамиM
ды — правильные многоугольники, а боковые грани —
равные равнобедренные трапеции; высоты этих трапеций
называются апофемами усеч нной пирамиды.

5. Вывести формулу площади боковой поверхности
правильной усеч нной пирамиды. С этой целью замеM
тить, что сначала можно вычислить площадь одной боM
ковой грани, а затем полученный результат умножить на

число граней. Очевидно, что Sграни = � h, где a1 и a2 —

стороны оснований, h — апофема правильной усеч нной

пирамиды. Поэтому Sбок = n � Sграни = � h = � h,

где P1 и P2 — периметры оснований.
6. Для классной и домашней работы можно использоM

вать задачи 268—270.

Задача 269. Стороны оснований правильной треM
угольной усеч нной пирамиды равны 4 дм и 2 дм, а боM
ковое ребро равно 2 дм. Найдите высоту и апофему пиM
рамиды.

P1 + P2
�

2

a1 � n + a2 � n
��

2

a1 + a2
�

2
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Р е ш е н и е. Пусть O и O1 —
центры оснований усеч нной пиM
рамиды (рис. 3.13).

1) Из треугольника ABC поM
лучаем AB = R �3�, где R = AO, отM

куда AO = , OK = = .

2) Из 	A1B1C1 находим

A1O1 = , O1M = .

3) EK = OK – OE, OE = O1M, откуда EK = – = .

4) Из 	AA1F имеем AF = AO – FO, FO = A1O1. AF = –

– = � A1F = �A�A�2
1�–�A�F�2�= �4�–�� = �� = .

5) Из 	 MEK получаем MK = �M�E�2�+�E�K�2�= ���+�� =

= �� = �3�.

О т в е т: дм, �3� дм.

§ 3. ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ

Уроки № 54—57

Тема уроков: Симметрия в пространстве.
Понятие правильного многогранника.

Элементы симметрии правильных многогранников

Основные задачи уроков

Ввести понятие правильного многогранника, рассмотM
реть все пять видов правильных многогранников.

Примерный план проведения уроков

1. Ввести понятия симметричных точек относительно
точки, прямой, плоскости; понятия центра, оси и плосM
кости симметрии фигуры. Провести беседу с учащимися,
используя текст учебника (п. 35) и рисунки 84—87,
дающие наглядное представление о рассматриваемых
понятиях.

2. Ввести понятие правильного многогранника, при
этом подчеркнуть два условия, входящие в определение
правильного многогранника: а) все грани такого многоM
гранника — равные правильные многоугольники; б) в кажM

2 �6��
3

9
�
3

1
�
3

8
�
3

2 �6��
3

8
�
3

4
�
3

2
�
�3�

2
�
�3�

4
�
�3�

1
�
�3�

1
�
�3�

2
�
�3�

1
�
�3�

2
�
�3�

2
�
�3�

AO
�

2
4

�
�3�
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дой вершине многогранника сходится одно и то же число
р бер.

3. В учебнике доказано, что существует только пять
видов правильных многогранников и не существует праM
вильного многогранника, гранями которого являются
правильные nMугольники при n 
 6. Возможна следующая
схема обоснования этого утверждения на уроке:

Угол правильного многоугольника вычисляется по

формуле αn = . При каждой вершине многогранM

ника не меньше тр х плоских углов, и их сумма должна
быть меньше 360°.

При n = 3, когда гранями многогранника служат праM
вильные треугольники, имеем α3 = 60°, 60° � 3 = 180° < 360°,
60° � 4 = 240° < 360°, 60° � 5 = 300° < 360°, 60° � 6 = 360°. В соM
ответствии с этим получаем правильные многогранники,
изображ нные на рисунках 88, 89, 90: правильные тетM
раэдр, октаэдр, икосаэдр.

Если n = 4, т. е. грани многогранника — квадраты, то
α4 = 90°, 90° � 3 = 270° < 360°, 90° � 4 = 360°. Поэтому в этом
случае получаем только один правильный многогранник —
куб (см. рис. 91).

Если n = 5, т. е. грани многогранника — правильные
пятиугольники, то α5 = 108°, 108° � 3 = 324° < 360°, 108° � 4 =
= 432° > 360°, и поэтому в этом случае также имеем только
один правильный многогранник — додекаэдр (см. рис. 92).

Если n 
 6, то αn 
 120°, αn � 3 
 360°, и, следовательно,
не существует правильного многогранника, гранями коM
торого служат правильные nMугольники при n 
 6.

4. Рассмотреть выборочно задачи типа 281, 282, 287
и др.

5. Полезно использовать диафильм «Правильные мноM
гогранники» (автор И. Вейцман).  Это обогащает содер

для учащихся.
6. Целесообразно предложить учащимся изготовить

дома модели правильных многогранников. Для этой цеM
ли нужно использовать разв ртки правильных многоM
гранников, изображ нные на рисунках 95—99 учебника.

7. Для проведения занятия спецкурса, факультативноM
го занятия, конференции учащихся по изучаемой теме, изM
готовления моделей для кабинета (лаборатории) математиM
ки может быть использована дополнительная литература:

1) Энциклопедический словарь юного математика.—
М.: Педагогика, 1985.

2) Энциклопедия для детей. Т. 11. Математика.— М.:
Аванта +, 1999.

180° (n – 2)
��

n
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3) Смирнова И. М. В мире многогранников.— М.:
Просвещение, 1995.

4) Волошинов А. В. Математика и искусство.— М.:
Просвещение, 2000.

5) Венниджер М. Модели многогранников.— М.: Мир,
1974.

6) Штейнгауз Г. Математический калейдоскоп.
7) Штейнгауз Г. Сто задач.— М.: Наука, 1982.
8) Глейзер Г. И. История математики в школе.— М.:

Просвещение, 1983.

Урок № 58

Тема урока: Теорема Эйлера

Основные задачи урока

Сформулировать теорему Эйлера для выпуклых мноM
гогранников, обсудить схему е  доказательства.

Примерный план проведения урока

1. Напомнить определение выпуклого многогранника.
2. Сформулировать теорему Эйлера (п. 29*).
3. Для некоторых многогранников (тетраэдр, паралM

лелепипед, nMугольная призма, nMугольная пирамида,
правильные многогранники) сосчитать число граней,
вершин, р бер и убедиться с помощью прямого подсч та
в справедливости для них теоремы Эйлера.

4. Обсудить схему доказательства теоремы Эйлера, соM
держащегося в п. 29*, либо другого доказательства, приM
вед нного ниже.

Т е о р е м а  Э й л е р а. В любом выпуклом многогранниM
ке f + e – k = 2, где f — число граней, e — число вершин,
k — число р бер многогранника.

Доказательство этой теоремы проведено с помощью
центрального проектирования многогранника на плосM
кость одной из его граней с последующим подсч том двуM
мя способами суммы углов всех треугольников, на котоM
рые разбивается проекция многогранника.

Привед м другое доказательство теоремы Эйлера, в коM
тором используется не центральное, а прямоугольное
проектирование, а затем, как и в первом способе, подM
считывается двумя способами сумма углов.

Рассмотрим прямоугольную проекцию выпуклого
многогранника M на какуюMнибудь плоскость α, не перM
пендикулярную ни одной из его граней. Проекция предM
ставляет собой выпуклый многоугольник, ограниченный
замкнутой ломаной L� (рис. 3.14, а), которая является
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проекцией пространственной замкнутой ломаной L, соM
ставленной из р бер многогранника. Если разрезать мноM
гогранник по ломаной L, то получатся две части (обознаM
чим их M1 и M2), каждая из которых взаимно однозначM
но проектируется на многоугольник с границей L�. На
рисунке 3.14, б изображена проекция M �1 части M1, соM
ставленная из выпуклых многоугольников, являющихся
проекциями граней этой части. Пусть M1 имеет l граней
с числом р бер n1, n2, ..., nl этих граней и пусть e1 — чисM
ло вершин M1, проекции которых лежат внутри многоM
угольника с границей L� (назов м их внутренними верM
шинами на M �1), а e2 — число вершин на L�. Найд м сумM
му углов всех многоугольников, из которых составлена
фигура M �1, прич м сделаем это двумя способами.

С одной стороны, эта сумма равна �
l

i = 1

(ni – 2) � 180°, так

как сумма углов iMго многоугольника равна (ni – 2) � 180°.
С другой стороны, эта сумма равна сумме углов мноM

гоугольника с границей L�, т. е. (e2 – 2) � 180°, плюс число
внутренних вершин, умноженных на 360°, т. е. e1 � 360°.
Таким образом, получаем равенство

�
l

i = 1

(ni – 2) � 180°= (e2 – 2) � 180°+ e1 � 360°,

откуда следует, что

�
l

i = 1

ni – 2l = 2e1 + e2 – 2. (1)

Рассмотрим теперь проекцию M �2 части M2 многогранM
ника на плоскость α. Она представляет собой фигуру,
аналогичную M �1 и ограниченную той же самой ломаной L�.
Пусть M2 имеет m граней с числом р бер p1, p2, ..., pm

этих граней и пусть e3 — число внутренних вершин на M �2.
Тогда имеем равенство, аналогичное (1):

�
m

i = 1

pi – 2m = 2e3 + e2 – 2. (2)
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Cложим равенства (1) и (2) и учт м, что сумма

� �
l

i = 1

ni + �
m

i = 1

pi� равна удвоенному числу р бер многогранниM

ка M, т. е. равна 2k. Это следует из того, что проекция
каждого ребра, лежащая внутри M �1 или M �2, является
стороной двух многоугольников, а каждая сторона ломаM
ной L� также входит в эту сумму дважды — по одному
разу в равенства (1) и (2). Итак, приходим к равенству

2k – 2 (l + m) = 2 (e1 + e2 + e3) – 4. (3)

Но l + m = f (число граней многогранника M), а e1 + e2 + e3 = e
(число вершин многогранника M), поэтому из равенства (3)
получаем искомое равенство

f + e – k = 2.

Схему привед нного доказательства теоремы Эйлера
(проектирование на плоскость, не перпендикулярную ни
одной грани многогранника, и подсч т суммы углов мноM
гоугольников для проекций каждой из двух его частей
двумя способами) можно сообщить наиболее подготовM
ленным учащимся и предложить им самостоятельно проM
вести доказательство по этой схеме.

Отметим также, что в ходе доказательства мы не
обосновывали тот факт, что ломаная L� и проекция кажM
дой грани многогранника являются выпуклыми многоM
угольниками. Соответствующее обоснование можно предM
ложить сделать самим учащимся.

Задача 1. Проверьте справедливость теоремы Эйлера
для правильных многогранников.
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Правильный
многогранник

Форма
грани

Число
вершин

e

Число
граней

f

Число
р бер

k

Тетраэдр Треугольник 4 4 6

Гексаэдр Квадрат 8 6 12

Октаэдр Треугольник 6 8 12

Додекаэдр Пятиугольник 20 12 30

Икосаэдр Треугольник 12 20 30



Задача 2. Рассмотрим усеM
ч нный гексаэдр (куб). В куM
бе срезаны все восемь тр хM
гранных углов при вершинах
(рис. 3.15). Оставшееся тело
есть некоторый выпуклый
многогранник.

Проверьте справедливость
теоремы Эйлера для этого
многогранника.

Урок № 59

Контрольная работа № 3.1

Вариант 1

10. Основанием пирамиды DABC является правильM
ный треугольник ABC, сторона которого равна a. Ребро DA
перпендикулярно к плоскости ABC, а плоскость DBC соM
ставляет с плоскостью ABC угол 30°. Найдите площадь
боковой поверхности пирамиды.

2. Основанием прямого параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
является ромб ABCD, сторона которого равна a и угол
равен 60°. Плоскость AD1C1 составляет с плоскостью осM
нования угол 60°. Найдите:

а)0 высоту ромба;
б)0 высоту параллелепипеда;
в)0 площадь боковой поверхности параллелепипеда;
г) площадь поверхности параллелепипеда.

Вариант 2

10. Основанием пирамиды MABCD является квадрат
ABCD, ребро MD перпендикулярно к плоскости основаM
ния, AD = DM = a. Найдите площадь поверхности пираM
миды.

2. Основанием прямого параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
является параллелограмм ABCD, стороны которого равM
ны a �2� и 2a, острый угол равен 45°. Высота параллелеM
пипеда равна меньшей высоте параллелограмма.

Найдите:
а)0 меньшую высоту параллелограмма;
б)0 угол между плоскостью ABC1 и плоскостью осноM

вания;
в)0 площадь боковой поверхности параллелепипеда;
г) площадь поверхности параллелепипеда.
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Ответы:

В а р и а н т 1. 1. a2. 2. а) ; б) ; в) 6a2; г) a2 (6 + �3�).

В а р и а н т 2. 1. a2 (2 + �2�). 2. а) a; б) 45°; в) 2a2 (2 + �2�);
г) 2a2 (4 + �2�).

Урок № 60

Зач т № 3. Многогранники.
Площади поверхностей призмы и пирамиды

Карточка 1

1. Докажите теорему о площади боковой поверхности
прямой призмы.

2. Решите одну из задач: 305 или 306. Некоторым
учащимся можно предложить решить задачу для частM
ных значений h и α, h и ϕ. Например, в задаче 305 можM
но положить h = 4 см, α = 60°.

3. Задача. В правильной четыр хугольной пирамиде
высота равна 4 см, плоский угол при вершине равен 60°.
Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

Карточка 2

1. Докажите теорему о площади боковой поверхности
правильной пирамиды.

2. Решите одну из задач: 294 или 298. Некоторым
учащимся можно предложить решить задачу для частM
ных значений S0 и a, b и a. Например, в задаче 294
можно положить S0 = 60 см2, a = 6 см.

3. Задача. Правильная четыр хугольная призма переM
сечена плоскостью, содержащей две е  диагонали. ПлоM
щадь полученного сечения равна 60 см2, а сторона осноM
вания равна 6 см. Вычислите площадь боковой поверхM
ности призмы.

Карточка 3

1. Расскажите о правильных многогранниках.
2. Решите одну из задач: 303 или 308. Возможно неM

которое изменение условий задач.
3. Задача. Основанием пирамиды является ромб. Две

боковые грани перпендикулярны к плоскости основания
и образуют двугранный угол 150°, а две другие боковые
грани наклонены к плоскости основания под углом 45°.
Найдите площадь боковой поверхности пирамиды, если
е  высота равна 4 см.

3a
�
2

a �3��
2
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Дополнительные вопросы к зач ту
1. Сформулируйте теорему Эйлера. Проверьте спра-

ведливость теоремы Эйлера для любого правильного мно-
гогранника.

2. Напишите формулу площади прямоугольной проек-
ции многоугольника. Докажите е  для треугольника.

3. Сформулируйте пространственную теорему Пифа-
гора. Приведите план доказательства этой теоремы.

Уроки № 61—68

Тема уроков: Заключительное повторение тем
геометрии 10 класса

Многие теоретические вопросы целесообразно повто-
рять в процессе решения задач. Во время данных уроков
полезно обратиться ещ  раз к Приложению 1 (в конце
учебника) с тем, чтобы закрепить умение учащихся пра-
вильно изображать пространственные фигуры, опираясь
на свойства параллельного проектирования. Учащимся
рекомендуется также ознакомиться с Приложением 2
«Об аксиомах геометрии».



Глава IV

ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА В ПРОСТРАНСТВЕ

Урок № 1

Тема урока: Понятие вектора.
Равенство векторов

Основные задачи урока

Ввести определения вектора в пространстве и равенM
ства векторов. Рассмотреть связанные с этими понятияM
ми обозначения.

При подготовке к этому уроку, а также к урокам № 2
и № 3 учителю необходимо просмотреть изложение теоM
ретического материала, связанного с векторами, в учебM
нике геометрии для 7—9 классов, поскольку в учебнике
для 10—11 классов некоторые вопросы теории изложены
достаточно кратко.

Примерный план проведения урока

1. Используя текст и рисунок 100, а, б учебника, ввеM
сти понятие вектора в пространстве, обозначения вектоM
ра, его длины, понятие нулевого вектора. Обратить вниM
мание на тот факт, что при переходе от плоскости к проM
странству определения не изменились. Полезно сделать
краткие записи обозначения векторов и их длин:

AB
�

, � AB
�

�, a�, � a
�

�, 0
�

.

2. Ввести определения коллинеарных, cонаправленM
ных и противоположно направленных векторов. Для
иллюстрации использовать рисунок 101 учебника и сдеM
лать записи: a���b

�
, a��� b

�
.

3. Используя рисунок 102, а, б учебника, отметить
связь изучаемых понятий с курсом физики.

4. Ввести определение равных векторов:

a� = b
�

, если a���b
�

и � a
�

� = � b
�

� .

5. Отметить, что от любой точки пространства можно
отложить вектор, равный данному, и притом только один.
Объяснить, как сделать соответствующее построение.

6. Для работы на уроке и дома можно использовать
задачи 320—326.
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Решая задачи на уроке, ответы на многие вопросы
можно дать и устно (в частности, по задачам 322, 323,
326 с помощью рисунков 104, 105 учебника), но они
должны быть обоснованными. Так, например, при решеM
нии задачи 320 используется свойство средней линии
треугольника; при решении задач 322 и 326 — свойство
граней и диагоналей параллелепипеда; при решении заM
дачи 323 используется определение или признак паралM
лелограмма.

§ 2. СЛОЖЕНИЕ И ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ.

УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО

Урок № 2

Тема урока: Сложение и вычитание векторов.
Сумма нескольких векторов

Основные задачи урока

Рассмотреть правила треугольника и параллелограмM
ма сложения векторов в пространстве, переместительный
и сочетательный законы сложения, два способа построеM
ния разности двух векторов, правило сложения нескольM
ких векторов в пространстве.

Примерный план проведения урока

1. Повторить теоретические вопросы, изученные на
предыдущем уроке. Провести фронтальный опрос учаM
щихся с использованием слайда 4.1.

2. Ввести правило треугольника сложения двух векM
торов. Используя рисунки 106 и 107 учебника, прокомM
ментировать нахождение суммы двух векторов в зависиM
мости от их взаимного расположения.

3. Напомнить известное из курса планиметрии и
часто используемое в физике правило параллелограмма
сложения двух неколлинеарных векторов (рис. 108 учебM
ника).

4. Рассмотреть переместительный и сочетательный заM
коны сложения векторов в пространстве.

5. Ввести понятие разности векторов. Используя
рисунок 110, а, б учебника, рассказать о двух способах
построения разности двух векторов. Разъяснить смысл
записи a

�
– b

�
= a�+ (– b

�
). Полезно использовать слайд 4.2,

на котором рамкой выделены два равенства, связанные с
правилами нахождения суммы и разности двух векторов.

123



Эти правила удобно применять при нахождении суммы
нескольких векторов, не прибегая к рисункам. (Обратить
внимание на расположение букв в этих равенствах.)

6. Рассмотреть правило многоугольника нахождения
суммы нескольких векторов. Подчеркнуть, что многоM
угольник, который получается при построении суммы
нескольких векторов, может оказаться пространственM
ным, т. е. не все его вершины лежат в одной плоскости.
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Векторы 4.1

1. Вектор, его длина:

AB
�

, a�, � AB
�

�, � a
�

�;

AA
�

= 0
�

, � 0
�

�= 0.

2. Коллинеарные векторы:

a�, b
�

, c�, d
�

.

a���b
�

, a���c�, b
�

�� d
�

.

3. Равные векторы: a� = b
�

, если a���b
�

, � a
�

� = � b
�

� .

4. ABCDA1B1C1D1 — пряM
моугольный параллелепипед.
AB = 3, BC = 4, CC1 = 5.

а) Назовите векторы, равM

ные векторам AB
�

, BC
�

, CC1

�
.

б) Найдите длины вектоM

ров AD
�

, AA1

�
, AD1

�
, AC

�
, BD1

�
.





Изобразите на рисунке векторы:

а) a� – b
�

; б) a� – c�; в) b
�

– a� ; г) c�– b
�

; д) c�– a� (рис. 4.2).

Р е ш е н и е.

а) a� – b
�

= C1D1

�
– BA1

�
= BA

�
– BA1

�
= A1A

�
;

б) a� – c�= C1D1

�
– AD

�
= BA

�
– BC

�
= CA

�
;

в) b
�

– a� = BA1

�
– C1D1

�
= BA1

�
– BA

�
= AA1

�
;

г) c�– b
�

= AD
�

– BA1

�
= BC

�
– BA1

�
= A1C

�
;

д) c�– a� = AD
�

– C1D1

�
= BC

�
– BA

�
= AC

�
.

Задача 331 а). Пусть ABCD — параллелограмм, а O —
произвольная точка пространства. Докажите, что

OB
�

– OA
�

= OC
�

– OD
�

.

Р е ш е н и е. OB
�

– OA
�

= AB
�

(рис. 4.3). OC
�

– OD
�

= DC
�

. Так

как ABCD — параллелограмм, то AB
�

= DC
�

, следовательM

но, OB
�

– OA
�

= OC
�

– OD
�

.

Задача 333 а). В пространстве даны четыре точки A,
B, C и D. Назовите вектор с началом и концом в данных

точках, равный сумме векторов (AB
�

+ CA
�

+ DC
�

) + (BC
�

+ CD
�

).

Р е ш е н и е. (AB
�

+ CA
�

+ DC
�

) + (BC
�

+ CD
�

) =

= (AB
�

+ DC
�

+ CA
�

) + BD
�

= (AB
�

+ DA
�

) + BD
�

= AD
�

+ DA
�

= 0
�

.

Задача 334 а). Дан прямоугольный параллелепипед

KLMNK1L1M1N1. Докажите, что � MK
�

+ MM1

�
� = � MK

�
– MM1

�
�.

Р е ш е н и е.  � MK
�

+ MM1

�
� = � MK1

�
� = MK1

�
(рис. 4.4).
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� MK
�

– MM1

�
� = � M1K

�
� = M1K. Так как диагонали MK1 и

M1K прямоугольного параллелепипеда равны, то

� MK
�

+ MM1

�
� = � MK

�
– MM1

�
�.

Задача 336 а). Даны точки A, B, C и D. Представьте

вектор AB
�

в виде алгебраической суммы векторов: AC
�

,

DC
�

, BD
�

.

Р е ш е н и е. Так как AB
�

+ BD
�

+ DC
�

= AC
�

, то

AB
�

= AC
�

– BD
�

– DC
�

.

Задача 338. Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1.

Докажите, что OA
�

+ OC1

�
= OC

�
+ OA1

�
, где O — произM

вольная точка пространства.
Р е ш е н и е. Посмотрев на изображение параллелепиM

педа, замечаем, что A1A
�

= C1C
�

, или OA
�

– OA1

�
= OC

�
– OC1

�
,

откуда OA
�

+OC1

�
= OC

�
+ OA1

�
(O — произвольная точка проM

странства).

Задача 339 а). Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1.
Укажите вектор x�, начало и конец которого являются
вершинами параллелепипеда, такой, что

DC
�

+ D1A1

�
+ CD1

�
+ x�+ A1C1

�
= DB

�
.

Р е ш е н и е. Заметим, что DC
�

+ CD1

�
= DD1

�
,

D1A1

�
+ A1C1

�
= D1C1

�
, DD1

�
+ D1C1

�
= DC1

�
.

Таким образом, надо указать вектор x�, такой, что

x�+ DC1

�
= DB

�
, откуда x�= DB

�
– DC1

�
, или x�= C1B

�
.
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Задача 340 а). Дана треM
угольная призма ABCA1B1C1.
Укажите вектор x�, начало и
конец которого являются верM
шинами призмы, такой, что 

AA1

�
+ B1C

�
– x�= BA

�
.

Р е ш е н и е.

AA1

�
+ B1C

�
= BB1

�
+ B1C

�
= BC

�

(рис. 4.5). Поэтому нужно найM

ти вектор x�, такой, что BC
�

– x� =

= BA
�

. Из этого равенства нахоM

дим x� = BC
�

– BA
�

, или x� = AC
�

.

Урок № 3

Тема урока: Умножение вектора на число

Основные задачи урока

Рассмотреть правило умножения вектора на число и
основные свойства этого действия.

Примерный план проведения урока

1. Повторить теоретические вопросы, изученные на
предыдущем уроке: правило параллелограмма, перемеM
стительный и сочетательный законы сложения векторов
в пространстве.

2. Выборочно проверить решения задач из домашней
работы.

3. Сформулировать правило умножения вектора на
число:

k � a�= b
�

; если a� � 0
�

, то � b
�

� = � k � � � a
�

� ,

a���b
�

при k 
 0; a��� b
�

при k < 0;

если a� = 0
�

, то b
�

= 0
�

.

4. Опираясь на текст учебника, рассмотреть основные
свойства умножения вектора на число. Полезно проилM
люстрировать эти свойства на примерах, привед нных
в слайде 4.3.

5. Для работы в классе и дома можно использовать
задачи 343—354.

Задача 345 а). Точки E и F — середины сторон AB и
BC параллелограмма ABCD, а O — произвольная точка 

128

Рис. 4.5



пространства. Выразите вектор

OA
�

– OC
�

через вектор EF
�

.

Р е ш е н и е. OA
�

– OC
�

= CA
�

.
Так как EF — средняя линия
треугольника ABC (рис. 4.6), 

то EF � AC и EF = AC. ПоM

этому EF
�

= – CA
�

, CA
�

= – 2EF
�

,

OA
�

– OC
�

= – 2EF
�

.

Задача 347 а). Упростите выражение

2 (m�+ n�) – 3 (4m� – n�) + m�.
Р е ш е н и е. 2 (m�+ n�) – 3 (4m�– n�) + m� = 2m�+ 2n�– 12m�+

+ 3n�+ m�= – 9m�+ 5n�.

Задача 348. Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1.

Докажите, что AC1

�
+ B1D
�

= 2BC
�

.

1
�
2

1
�
2
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Умножение вектора на число 3.3

Cочетательный
закон

(k l) a�= k (l a�)

OA
�

= 3a�

OB
�

= 6a�

OB
�

= 2OA
�

= 2 � (3a�)

(2 � 3) a� = 2 � (3a�)

Первый
распределительный
закон

k (a�+ b
�

) = ka�+ kb
�

OB
�

= 2OB1

�
=

= 2 (a�+ b
�

)

OB
�

= OA
�

+ AB
�

OB
�

= 2a�+ 2b
�

2 (a�+ b
�

) = 2a�+ 2b
�

Второй
распределительный
закон

(k + l) a�= ka�+ la�

OB
�

= 5a�

OB
�

= OA
�

+ AB
�

OB
�

= 3a�+ 2a�

(3 + 2) a� = 3a�+ 2a�



Р е ш е н и е. Из рисунка 4.7
видно, что

AC1

�
+ B1D
�

= 2AO
�

+ 2OD
�

=

= 2 (AO
�

+ OD
�

) = 2AD
�

= 2BC
�

.

Задача 353. Векторы a�+ 2b
�

и a�– 3b
�

коллинеарны.

Докажите, что векторы a�

и b
� 

коллинеарны.

Р е ш е н и е. Допустим, что векторы a� и b
�

не коллиM

неарны, тогда a�+ 2b
�

� 0
�

, и поэтому существует число k,

такое, что a�– 3b
�

= k (a�+ 2b
�

), откуда следует, что 2kb
�

+ 3b
�

=

= a�– k a�, b
�

(2k + 3) = a�(1 – k). Если 2k + 3 � 0, то b
�

= a�.

Если 2k + 3 = 0, т. е. k = – 1,5, то 1 – k � 0, следовательно, 

a�= b
�

. В любом случае полученное равенство покаM

зывает, что векторы a� и b
�

коллинеарны. Получили проM
тиворечие.

Итак, наше предположение о том, что векторы a� и b
�

не коллинеарны, неверно. Следовательно, векторы a� и b
�

коллинеарны.

§ 3. КОМПЛАНАРНЫЕ ВЕКТОРЫ

Урок № 4

Тема урока: Компланарные векторы.
Правило параллелепипеда

Основные задачи урока

Ввести определение компланарых векторов, рассмотM
реть признак компланарности тр х векторов и правило
параллелепипеда сложения тр х некомпланарных вектоM
ров.

При проведении этого и следующего уроков необходиM
мо учитывать, что, в отличие от тр х предыдущих уроM
ков, здесь вводятся новые для учащихся понятия, свяM
занные с векторами.

2k + 3
�
1 – k

1 – k
�
2k + 3
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Примерный план проведения урока

1. Сформулировать определение компланарных вектоM
ров. Используя рисунок 114 учебника, привести примеM

ры компланарных векторов, например BB1

�
, OD

�
и OE

�
,

а также примеры некомпланарных векторов, например

OA
�

, OB
�

и OC
�

.
2. Рассмотреть признак компланарности тр х вектоM

ров, опираясь на рисунок 115 учебника: если вектор c�

можно разложить по векторам a� и b
�

, т. е. представить
в виде c�= x � a�+ y � b

�
, где x и y — некоторые числа, то векM

торы a�, b
�

и c� компланарны.
Доказательство опирается на тот факт, что векторы,

равные a�, b
�

и c� и отложенные от одной и той же точM
ки O, лежат в одной плоскости.

3. В учебнике предлагается самостоятельно доказать
справедливость обратного утверждения: если векторы a�,
b
�

и c� компланарны, а векторы a� и b
�

не коллинеарны, то
вектор c� можно разложить по
векторам a� 

и b
�

, прич м коэфM
фициенты разложения опредеM
ляются единственным образом.

Достаточно ограничиться
доказательством того, что векM
тор c� можно разложить по векM
торам a� 

и b
�

, используя рисуM
нок 4.8.

По условию векторы a�, b
�

и c� компланарны. Если
отложить их от точки A, они будут лежать в одной плосM

кости. Построим параллелограмм ABCD так, что AC
�

= c�,

тогда c�= AB
�

+ AD
�

.

Векторы AB
�

и a� коллинеарны, прич м a� � 0
�

. Поэтому

существует число x, такое, что AB
�

= x � a�. Аналогично

получаем AD
�

= y � b
�

, где y — некоторое число. Итак,
c�= x � a�+ y � b

�
.

Тем самым доказано, что вектор c� можно разложить
по векторам a� 

и b
�

.
Утверждение о единственности коэффициентов разлоM

жения x и y можно предложить наиболее подготовленM
ным учащимся доказать дома.

4. Изучить по тексту учебника правило параллелепиM
педа нахождения суммы тр х некомпланарных векторов.
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Полезно изобразить параллелепипед ABCDA1B1C1D1,

длины ребер AB, AD и AA1 которого равны � a
�

� , � b
�

� и � c
�

� .
Используя рисунок 4.9, получаем

AC1

�
= AC

�
+ CC1

�
= AB

�
+ AD

�
+ CC1

�
, т. е. d

�
= a� + b

�
+ c�.

5. Для работы на уроке и дома можно использовать
задачи 355—359, 368, 387, 388.

Задача 356. Точки E и F — середины р бер AC и BD

тетраэдра ABCD (рис. 4.10). Докажите, что 2FE
�

= BA
�

+

+ DC
�

. Компланарны ли векторы FE
�

, BA
�

и DC
�

?

Р е ш е н и е. Так как точка E — середина отрезка AC,

то FE
�

= (FA
�

+ FC
�

), откуда 2FE
�

= FA
�

+ FC
�

, или

2FE
�

= (FB
�

+ BA
�

) + (FD
�

+ DC
�

) = (BA
�

+ DC
�

) + (FB
�

+ FD
�

).

Точка F — середина отрезка BD, поэтому FB
�

+ FD
�

= 0
�

,

и, следовательно, 2FE
�

= BA
�

+ DC
�

.

Поскольку вектор FE
�

можно разложить по векторам

BA
�

и DC
�

, то векторы FE
�

, BA
�

и DC
�

компланарны.

Урок № 5

Тема урока: Разложение вектора по тр м
некомпланарным вектор м

Основные задачи урока

Рассмотреть теорему о разложении вектора по трем
некомпланарным векторам, решить несколько задач на
разложение вектора по тр м некомпланарным векторам.

1
�
2
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Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие разложения вектора по трем неM
компланарным векторам. Пусть a�, b

�
и c� — данM

ные некомпланарные векторы. Если вектор p� предстаM
влен в виде p�= x � a�+ y � b

�
+ z � c�, где x, y и z — некоторые

числа, то говорят, что вектор p� разложен по векторам
a�, b

�
и c�. Числа x, y, z называются коэффициентами

разложения.
2. Изучить по тексту учебника теорему о разложении

любого вектора по трем данным некомпланарным векM
торам. Полное доказательство этой теоремы, состоящее
из двух частей (доказательство возможности разложеM
ния и доказательство единственности коэффициентов
разложения), можно адресовать наиболее подготовленM
ным учащимся, они могут изучить его во внеурочное
время.

3. Решить несколько задач на применение правила
параллелепипеда и на разложение вектора по трем некомM
планарным векторам. Для работы на уроке и дома можно
использовать задачи 360—367, 369, 370.

Задача 361. Диагонали параллелепипеда ABCDA1B1C1D1

пересекаются в точке O. Разложите векторы CD
�

и D1O
�

по векторам AA1

�
, AB

�
и AD

�
.

Р е ш е н и е.

1) Так как CD
�

= – AB
�

, то 

разложение вектора CD
�

по

векторам AA1

�
, AB

�
и AD

�
имеM

ет вид CD
�

= 0 � AA1

�
– AB

�
+ 0 � AD

�

(рис. 4.11).

2) По правилу параллелеM

пипеда D1B
�

= D1D
�

+ D1C1

�
+ D1A1

�
.

Но D1D
�

= – AA1

�
, D1C1

�
= AB

�
, D1A1

�
= – AD

�
, поэтому имеем

D1B
�

= AA1

�
+ AB

�
– AD

�
.

Так как D1O
�

= D1B
�

, то D1O
�

= – AA1

�
+ AB

�
– AD

�
.

Задача 363. Основанием пирамиды с вершиной O явM
ляется параллелограмм ABCD, диагонали которого переM

секаются в точке M. Разложите векторы OD
�

и OM
�

по

векторам a�= OA
�

, b
�

= OB
�

и c�= OC
�

.

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2
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Р е ш е н и е.

1) Воспользуемся равенством OD
�

= OA
�

– DA
�

(рис. 4.12).

Так как OA
�

= a�, DA
�

= CB
�

= b
�

– c�, то OD
�

= a�– (b
�

– c�). Таким

образом, OD
�

= a�– b
�

+ c�.

2) OM
�

= (OA
�

+ OC
�

) = a�+ 0 � b
�

+ c�.

Задача 366. Докажите, что если M — точка пересечеM
ния медиан треугольника ABC, а O — произвольная

точка пространства, то OM
�

= (OA
�

+ OB
�

+ OC
�

).

Р е ш е н и е. В учебнике приведено решение этой задаM
чи. Решим е  другим способом (рис. 4.13).

Пусть OA
�

= a�,  OB
�

= b
�

, OC
�

= c�. Очевидно, что OM
�

= OA
�

+

+ AM
�

= OA
�

+ AA1

�
= OA

�
+ � = OA

�
+ (AC

�
+ AB

�
).

Так как OA
�

= a�, AC
�

= c� – a�, AB
�

= b
�

– a�, то

OM
�

= a� + ((c� – a�) + (b
�

– a�)) = a� + b
�

+ c�.

Урок № 6

Тема урока: Повторение теории и решение задач

Урок № 7

Зач т № 4. Векторы в пространстве

Вопросы теории

1. Сформулируйте определения вектора, его длины,
коллинеарности двух ненулевых векторов, равенства
векторов. Проиллюстрируйте их, используя изображение
параллелепипеда.

1
�
3

1
�
3

1
�
3

1
�
3

1
�
3

AC
�

+ AB
�

��
2

2
�
3

2
�
3

1
�
3

1
�
2

1
�
2

1
�
2
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2. Расскажите о правиле треугольника сложения
двух векторов, переместительном и сочетательном закоM
нах сложения векторов, правиле параллелограмма слоM
жения двух векторов. Проиллюстрируйте эти правила на
рисунках.

3. Расскажите о правиле многоугольника сложения
нескольких векторов. Проиллюстрируйте его на рисунке.

4. Сформулируйте определение произведения вектора
a� 

на число k; сочетательный, первый и второй распредеM
лительные законы умножения вектора на число. ПроилM
люстрируйте их на примерах.

5. Сформулируйте определение компланарных вектоM
ров. Приведите примеры компланарных и некомпланарM
ных векторов, используя изображение параллелепипеда.
Сформулируйте и докажите утверждение, выражающее
признак компланарности тр х векторов.

6. Расскажите о правиле параллелепипеда сложения
тр х некомпланарных векторов. Проиллюстрируйте его
на рисунке. Сформулируйте теорему о разложении векM
тора по тр м некомпланарным векторам.

Задачи

Для проверки умений и навыков в решении задач
можно использовать:

1. Вопросы к главе IV.
2. Некоторые типичные задачи к § 1, 2, 3, например

323, 330, 335, 340, 352, 362, 363, 366, 368, 370, 372.
3. Дополнительные задачи к главе IV: 376, 377, 379,

380, 384, 391.



Глава V

МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. КООРДИНАТЫ ТОЧКИ И КООРДИНАТЫ

ВЕКТОРА

Урок № 8

Тема урока: Прямоугольная система координат
в пространстве

Основные задачи урока

Ввести понятие прямоугольной системы координат
в пространстве; выработать умения строить точку по заM
данным е  координатам и находить координаты точки,
изображ нной в заданной системе координат.

Примерный план проведения урока

1. Объяснить, как зада тся прямоугольная система
координат в пространстве. Прямоугольная система коорM
динат в пространстве задана, если выбрана точка — наM
чало координат, через эту точку проведены три попарно
перпендикулярные прямые, на каждой из которых выM
брано направление (оно обозначается стрелкой), и задаM
на единица измерения отрезков.

2. Используя рисунок 121 учебника, обратить внимаM
ние на обозначения и названия осей координат в проM
странстве, сопоставить эти обозначения с соответствуюM
щими обозначениями осей координат на плоскости, изM
вестными из курсов алгебры и геометрии 7—9 классов.
(См.: А т а н а с я н Л. С. и др. Геометрия, 7—9.— М.: ПроM
свещение.)

3. Подчеркнуть, что в прямоугольной системе коордиM
нат каждой точке M пространства соответствует тройка
чисел, которые называются е  координатами. Они опреM
деляются аналогично координатам точек на плоскости.
Для определения координат точки M в пространстве чеM
рез эту точку проводят три плоскости, перпендикулярM
ные к осям координат. Затем, используя точки M1, M2,
M3 пересечения этих плоскостей с осями координат, наM
ходят координаты точки M (рис. 122 учебника).

4. На уроке полезно выполнить упражнения двух
типов: на нахождение координат данной точки по чертеM
жу и на построение точки по заданным е  координатам.
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Для этого можно использовать рисунок 123 учебника.
Например, чтобы найти координаты точки A на рисунM
ке 123, проводим через эту точку перпендикуляр к плоM
скости Oxy (обозначим его AA1), а затем через точку A1
перпендикуляры к осям Ox и Oy (обозначим их A1M1,
A1M2). Основания этих перпендикуляров (точки M1 и M2)
дают возможность найти абсциссу и ординату точки A,
а длина перпендикуляра AA1 да т аппликату точки A.

Следует объяснить, почему найденные таким образом
абсцисса, ордината и аппликата точки A соответствуют
данному выше определению координат точки: плоскость
AA1M1 перпендикулярна к оси Ox, плоскость AA1M2 перM
пендикулярна к оси Oy, а плоскость, проходящая через
точку A и перпендикулярная к оси Oz, пересекает ось Oz
в точке M3, такой, что OM3 = AA1, поэтому точки M1, M2,
M3 и есть те самые точки, которые позволяют найти
координаты точки A.

5. Необходимо уделить внимание нахождению коорM
динат точек, лежащих в координатных плоскостях или
на осях координат. Если точка M (x; y; z) лежит, наприM
мер, на оси Oz, то x = y = 0; если точка M (x; y; z) лежит
в плоскости Oxz, то y = 0.

6. Для закрепления навыков нахождения координат
точек и построения точек по заданным их координатам
можно использовать задачи 400—402. При их решении
целесообразно в некоторых случаях построить точки на
рисунке по заданным их координатам, хотя на поставM
ленные вопросы можно ответить устно, без рисунков.
Так, например, в задаче 401, спроектировав заданную
точку A на плоскость Oxy, получим точку A1, у которой
аппликата равна нулю, а абсцисса и ордината такие же,
как и у точки A.

Задача 401 а). Дана точка A (2; – 3; 5). Найдите коорM
динаты проекций этой точки на координатные плоскости.

Р е ш е н и е. Изобразим на рисунке систему координат
Oxyz и построим точку A по заданным е  координатам.
С этой целью отложим на положительных полуосях Ox
и Oz отрезки OM1 = 2 и OM3 = 5, а на отрицательной поM
луоси Oy отрезок OM2 = 3. Через каждую из точек M1,
M2, M3 провед м плоскость, перпендикулярную той оси
координат, на которой лежит эта точка. В результате поM
лучится прямоугольный параллелепипед (рис. 5.1). ВерM
шина A этого параллелепипеда имеет координаты (2; – 3; 5),
а точки A1, A2, A3 являются проекциями точки A на коM
ординатные плоскости. Очевидно, координаты этих тоM
чек таковы: A1 (2; – 3; 0), A2 (0; – 3; 5), A3 (2; 0; 5).

Разумеется, координаты точек A1, A2, A3 многие учаM
щиеся могут назвать устно, не выполняя рисунок.
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Однако построение точки A по заданным координатам
представляет и самостоятельный интерес, делает более
наглядным решение задачи, что особенно важно для слаM
бых учащихся.

Задача 402. Даны координаты четыр х вершин куба
ABCDA1B1C1D1: A (0; 0; 0), B (0; 0; 1), D (0; 1; 0), A1 (1; 0; 0).
Найдите координаты остальных вершин куба.

Р е ш е н и е. Изобразим на рисунке систему координат
Axyz (с началом в точке A) и отметим заданные точки B,
D, A1 (они лежат на осях координат). Через каждую из
этих точек провед м плоскость, перпендикулярную той
оси координат, на которой лежит эта точка. В результаM
те получится куб ABCDA1B1C1D1 (рис. 5.2). Видно, что
вершины C, B1, C1, D1 имеют следующие координаты:
C (0; 1; 1), B1 (1; 0; 1), C1 (1; 1; 1), D1 (1; 1; 0).

Для работы на уроке можно использовать задачи
400а, б, г, 401 (для точки A), 402.

Для работы дома — задачи 400д, е, 401 (для точек B
и С); вопросы 1—3 к главе V.

Урок № 9

Тема урока: Координаты вектора

Основные задачи урока

Показать возможность разложения произвольного
вектора по координатным векторам i

�
, j

�
, k

�
, ввести поняM

тие координат вектора в данной системе координат,
выработать умения и навыки выполнения действий над
векторами с заданными координатами.
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Примерный план проведения урока

1. При проверке домашнего задания и повторении
материала предыдущего урока целесообразно провести
фронтальную работу, используя слайд 5.1 и вопросы 1—3
к главе V.

2. Ввести координатные векторы i
�

, j
�

, k
�

, а затем
напомнить, что в курсе геометрии 10 класса было докаM
зано, что любой вектор p� в пространстве можно разлоM
жить по тр м данным некомпланарным векторам a�, b

�
, c�,

т. е. представить в виде p� = xa� + yb
�

+ zc�, прич м коэффиM
циенты разложения, т. е. числа x, y, z, определяются
единственным образом.
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Координаты точки 5.1

1. Объясните, как построить точку A по е  коордиM
натам (2; 3; 4).

2. Назовите координаты точек B, C, D, K.



Поскольку координатные векторы i
�

, j
�

, k
�

не комплаM
нарны, то любой вектор a� в пространстве можно единM
ственным образом разложить по координатным вектоM

рам i
�

, j
�

, k
�

: a� = xi
�

+ yj
�

+ zk
�

(рис. 124, 125 учебника).
Коэффициенты x, y и z в разложении вектора a� называM
ются координатами вектора a� в данной системе коордиM
нат. Координаты вектора a� записываются в фигурных
скобках после обозначения вектора: a�{x; y; z}.

3. Для выработки навыков нахождения координат
вектора можно воспользоваться рисунком 1  учебника,
где изображ н прямоугольный параллелепипед и даны
его измерения, или аналогичным рисунком, сделанным
на прозрачной пл нке для кодоскопа. По рисунку 1 ,
учитывая, что OA1 = 2, OA2 = 3, OA3 = 5, находим

a� = 2i
�

+ 3j
�

+ 5k
�

, т. е. a�{2; 3; 5};

A3A
�

= 2i
�

+ 3j
�

+ 0k
�

, т. е. A3A
�

{2; 3; 0};

i
�

= 1i
�

+ 0j
�

+ 0k
�

, т. е. i
�

{1; 0; 0} и т. д.

4. Отметить, что нулевой вектор можно представить

в виде 0
�

= 0 � i
�

+ 0 � j
�

+ 0 � k
�

, поэтому все координаты нулеM
вого вектора равны нулю: 0

�
{0; 0; 0}.

5. В учебнике даны без обоснования правила дейM
ствий над векторами с заданными координатами. ПривеM
дем доказательства некоторых из этих правил.

Докажем вначале, что координаты равных векторов
соответственно равны.

Пусть даны векторы a�{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2} и a�= b
�

.
Тогда

x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

= x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

, откуда

(x1 – x2) i
�

+ (y1 – y2) j
�

+ (z1 – z2) k
�

= 0
�

.

Так как все координаты нулевого вектора равны 0, то

x1 – x2 = 0, y1 – y2 = 0, z1 – z2 = 0, т. е.
x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2.

6. Докажем, что каждая координата суммы двух векM
торов равна сумме соответствующих координат этих векM
торов.

Пусть a�{x1; y1; z1} и b
�

{x2; y2; z2} — данные векторы.
Тогда

a�+ b
�

= (x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

) + (x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

) =

= (x1 + x2) i
�

+ (y1 + y2) j
�

+ (z1 + z2) k
�

.
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Отсюда следует, что координаты вектора a�+ b
�

равны

{x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2}.

7. Докажем, что каждая координата произведения
вектора на число равна произведению соответствующей
координаты вектора на это число.

Пусть даны вектор a�{x; y; z} и произвольное число α.

Тогда a� = xi
�

+ yj
�

+ zk
�

, αa�= (αx) i
�

+ (αy) j
�

+ (αz) k
�

. Это ознаM
чает, что координаты вектора αa� 

равны {αx; αy; αz}.
8. При изучении данного пункта используются задаM

чи 403—415, а также слайды 5.2, 5.3 и вопросы 4—7 к
главе V.

В конце урока можно провести самостоятельную рабоM
ту контролирующего характера.
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Действия над векторами с заданными
координатами 5.2

a� = xi
�

+ yj
�

+ zk
�

, a�{x; y; z},

a�{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2},

a� + b
�

= c�, c� {x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2},

a� – b
�

= (x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

) – (x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

) =

= (x1 – x2) i
�

+ (y1 – y2) j
�

+ (z1 – z2) k
�

,

a� – b
�

= d
�

, d
�

{x1 – x2; y1 – y2; z1 – z2},

αa� = m�, m�{αx1; αy1; αz1}.

Действия над векторами с заданными
координатами 5.3

Д а н ы векторы: a� {– 1; 2; 0}, b
�

{0; – 5; – 2},
c� {2; 1; – 3}.

Н а й д и т е координаты вектора q� = 3c� – 2b
�

+ a�.

Р е ш е н и е. 3c� {6; 3; – 9}, – 2b
�

{0; 10; 4}, a� {– 1; 2; 0}.
Координаты вектора q� {x; y; z}: x = 6 + 0 – 1 = 5,

y = 3 + 10 + 2 = 15, z = – 9 + 4 + 0 = – 5; q� {5; 15; – 5}.



Самостоятельная работа № 5.1

Вариант 1

1. Даны векторы a� {2; – 4; 3} и b
�

�– 3; ; 1�. Найдите

координаты вектора c� = a� + b
�

.

2. Даны векторы a� {1; – 2; 0}, b
�

{3; – 6; 0} и c� {0; – 3; 4}.

Найдите координаты вектора p� = 2a� – b
�

– c�.

3. Найдите значения m и n, при которых векторы

a� {6; n; 1} и b
�

{m; 16; 2} коллинеарны.

Вариант 2

1. Даны векторы a� {1; – 3; – 1} и b
�

{– 1; 2; 0}. Найдите

координаты вектора c� = a� – b
�

.
2. Даны векторы a� {2; 4; – 6}, b

�
{– 3; 1; 0} и c� {3; 0; – 1}.

Найдите координаты вектора p� = – a� + 2b
�

– c�.

3. Найдите значения m и n, при которых векторы

a� {– 4; m; 2} и b
�

{2; – 6; n} коллинеарны.

Ответы:

В а р и а н т 1. 1. c� {– 1; – 3,5; 4}. 2. p� {1; 1; – 4}. 3. m = 12,
n = 8.

В а р и а н т 2. 1. c� {2; – 5; – 1}. 2. p� {– 10; 0; 4}. 3. m = 12,
n = – 1.

Привед м решения некоторых задач из учебника.

Задача 405 (рис. 131). Найдите координаты векторов

OA
�

1 и OС
�

1. Для этого воспользуйтесь правилом параллеM
лепипеда:

OA
�

1 = OA
�

+ OО
�

1, OA
�

1 = 4i
�

+ 0j
�

+ 5k
�

, OA
�

1 {4; 0; 5}.

OC
�

1 = OA
�

+ OB
�

+ OО
�

1, OC
�

1 = 4i
�

+ 6j
�

+ 5k
�

, OC
�

1 {4; 6; 5}.

Задача 408 (рис. 132).

AC
�

= OC
�

– OA
�

, AC
�

= 2k
�

– 3i
�

, AC
�

= – 3i
�

+ 0j
�

+ 2k
�

,

AC
�

{– 3; 0; 2}.

MN
�

= – OA
�

, MN
�

= – � 3i
�

, MN
��– ; 0; 0�.

BM
�

= BA
�

+ AM
�

= OA
�

– OB
�

+ AC
�

= OA
�

– OB
�

+ (OC
�

– OA
�

) =

= OA
�

– OB
�

+ OC
�

, BM
�

= i
�

– 7j
�

+ k
�

, BM
�� ; – 7; 1�.3

�
2

3
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

3
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
3

1
�
2
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OP
�

= OB
�

+ BP
�

= OB
�

+ BC
�

= OB
�

+ (OC
�

– OB
�

) = OB
�

+ OC
�

,

OP
�

= � 7j
�

+ � 2k
�

= 0i
�

+ j
�

+ k
�

, OP
��0; ; 1�.

Задача 410.

Д а н о: a� {– 1; 2; 0}, b
�

{0; – 5; – 2}, c� {2; 1; – 3}. Найдите

координаты вектора p� = 3b
�

– 2a� + c� .
Р е ш е н и е. Сначала находим координаты векторов 3b

� 

и – 2a�: 3b
�

{0; – 15; – 6} и – 2a� {2; – 4; 0}, а затем координаM
ты вектора p� {x; y; z}:

x = 0 + 2 + 2 = 4, y = – 15 – 4 + 1 = – 18, z = – 6 + 0 – 3 = – 9.

Итак, p� {4; – 18; – 9}.

Задача 414 a).
Д а н о: a� {15; m; 1}, b

�
{18; 12; n}. Найдите значения m

и n, при которых векторы a� и b
� 

коллинеарны.

Р е ш е н и е. Если векторы a� и b
� 

коллинеарны и a� � 0
�

,

то существует число k, такое, что b
�

= ka� (п. 42), и обратM

но: если b
�

= ka�, то векторы a� и b
� 

коллинеарны. Поэтому

нужно найти числа m, n и k, такие, что b
�

= ka�, или в
координатах: 18 = 15k, 12 = mk, n = k. Отсюда находим

k = = , m = = 10, n = .

Следовательно, векторы a� и b
� 

коллинеарны при

m = 10, n = .

Задача 415 д). Компланарны ли векторы m� {1; 0; 2},
n� {1; 1; – 1} и p� {– 1; 2; 4}?

Р е ш е н и е. Векторы m� и n� 
не коллинеарны, так как

координаты одного вектора не пропорциональны коордиM
натам другого. Если вектор p� можно разложить по векM
торам m� и n�, то векторы m�, n� и p� компланарны, а если
нельзя, то не компланарны. Таким образом, для реM
шения задачи нужно установить, существуют ли числа x
и y, такие, что p�= xm� + yn�.

Запишем это равенство в координатах:

– 1 = x + y, 2 = y, 4 = 2x – y.
Из первого и второго уравнений находим x и y:

x = – 3, y = 2. Но эти значения x и y не удовлетворяют

6
�
5

6
�
5

12
�
k

6
�
5

18
�
15

7
�
2

7
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
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третьему уравнению. Значит, вектор p� нельзя разложить по
векторам m� и n�, поэтому векторы m�, n� и p� не компланарны.

Урок № 10

Тема урока: Связь между координатами векторов
и координатами точек

Основные задачи урока

Ввести понятие радиусMвектора произвольной точки
пространства; доказать, что координаты точки равны
соответствующим координатам е  радиусMвектора, а коM
ординаты любого вектора равны разностям соответствуюM
щих координат его конца и начала.

Примерный план проведения урока

1. Определение радиусMвектора точки дано в учебниM
ке. Его можно сформулировать и в такой форме: вектор,
отложенный от начала координат, называется радиусM
вектором точки, являющейся концом вектора.

2. При рассмотрении привед нного в учебнике докаM
зательства утверждения: координаты любой точки равны
соответствующим координатам е  радиусMвектора — можM

но пояснить, что равенство ОM
�

= ОM
�

1 + ОM
�

2 + ОM
�

3 имеет
место согласно правилу параллелепипеда. Далее доказыM

ваются равенства ОM
�

1 = xi
�

, ОM
�

2 = yj
�

, ОM
�

3 = zk
�

и в реM

зультате приходим к равенству ОM
�

= xi
�

+ yj
�

+ zk
�

.
По определению числа x, y и z являются координатаM

ми вектора ОM
�

. Тем самым доказано, что координаты
(x; y; z) точки M равны соответствующим координатам

е  радиусMвектора ОM
�

.
3. Далее следует доказать, что если точки A и B

имеют координаты (x1; y1; z1) и (x2; y2; z2), то вектор АB
�

имеет координаты {x2 – x1; y2 – y1; z2 – z1}, и перейти к
решению задач.

4. Выборочно используются задачи 416—422. Для
работы на уроке — задачи 416, 418а, 420. Для работы
дома — задачи 417, 418б, 419.

Задача 420. Даны точки A (3; – 1; 5), B (2; 3; – 4),

C (7; 0; – 1), D (8; – 4; 8). Докажите, что векторы AB
�

и DC
�

равны.
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Р е ш е н и е. Найд м координаты рассматриваемых
векторов, используя тот факт, что каждая координата
вектора равна разности соответствующих координат его

конца и начала: AB
�

{– 1; 4; – 9}, DC
�

{– 1; 4; – 9}.
Мы видим, что соответствующие координаты векторов

равны, следовательно, AB
�

= DC
�

.

Задача 422 а). Даны точM
ки A (– 2; – 13; 3), B (1; 4; 1),
C (– 1; – 1; – 4), D (0; 0; 0).
Выясните, лежат ли эти точM
ки в одной плоскости.

Р е ш е н и е.
1) Если данные точки леM

жат в одной плоскости, то

векторы AB
�

, AC
�

и AD
�

компланарны, и обратно: если эти
векторы компланарны, то точки A, B, C, D лежат в одM
ной плоскости (рис. 5.3). Поэтому задача сводится к воM

просу: компланарны ли векторы AB
�

, AC
�

и AD
�

?
По координатам данных точек найд м координаты

указанных векторов: AB
�

{3; 17; – 2}, AC
�

{1; 12; – 7},

AD
�

{2; 13; – 3}.

2) Так как координаты векторов AB
�

и AC
�

не пропорM
циональны, то эти векторы не коллинеарны. Поэтому

векторы AB
�

, AC
�

и AD
�

компланарны в том и только в

том случае, когда вектор AD
�

можно разложить по векM

торам AB
�

и AC
�

(п. 43), т. е. когда найдутся числа x и y,
такие, что

AD
�

= x � AB
�

+ y � AC
�

. (1)

Записывая равенство (1) в координатах, получаем сиM
стему уравнений

�
3) Если эта система уравнений имеет решение, то раM

венство (1) выполняется, и, следовательно, точки A, B,
C, D лежат в одной плоскости. В противном случае они
не лежат в одной плоскости.

Решив систему, состоящую из первых двух уравнеM

ний, получаем x = , y = .5
�
19

11
�
19

3x + y = 2
17x + 12y = 13
– 2x – 7y = – 3.
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Эти значения x и y удовлетворяют третьему уравнеM

нию – 2 � – 7 � = – – = – = – 3.

Cледовательно, точки A, B, C, D лежат в одной плосM
кости.

Уроки № 11—13

Тема уроков: Простейшие задачи в координатах

Основные задачи уроков

Вывести формулы координат середины отрезка, длиM
ны вектора через его координаты и расстояния между
двумя точками, показать примеры решения стереометриM
ческих задач координатноMвекторным методом.

Примерный план проведения уроков

1. На первом уроке следует рассмотреть решения всех
тр х простейших задач, в которых выводятся упомянуM
тые выше формулы. Эти задачи можно назвать базовыM
ми в том смысле, что на них опираются решения многих
других задач при применении координатноMвекторного
метода. Для тренировки в непосредственном использоваM
нии полученных формул полезны задачи 423, 424, 426,
429. Слайд 5.4 иллюстрирует идею решения задачи 423.

57
�
19

35
�
19

22
�
19

5
�
19

11
�
19
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Точка пересечения медиан треугольника 5.4

M — точка пересечения медиан треугольника ABC,
O — начало координат.

A (x1; y1; z1),

B (x2; y2; z2),

C (x3; y3; z3),

M (x; y; z),

OM
�

= (OA
�

+ OB
�

+ OC
�

)

(см. задачу 366).

x = , y = , z = .
z1 + z2 + z3
��

3

y1 + y2 + y3
��

3

x1 + x2 + x3
��

3

1
�
3



2. Следующие два урока нужно посвятить выборочноM
му решению задач 423—440. В качестве устных упражM
нений можно использовать вопросы 8—10 к главе V.

3. В начале второго урока полезно провести матема%
тический диктант по вопросам, привед нным ниже в двух
вариантах (разночтения для второго варианта даны в
скобках):

1) На каком расстоянии от плоскости Oxy (Oyz) нахоM
дится точка A (2; – 3; – 5) (B (– 3; 2; – 4))?

2) На каком расстоянии от начала координат нахоM
дится точка A (– 3; 4; 0) (B (3; 0; – 4))?

3) Найдите координаты середины отрезка, если конM
цы его имеют координаты A (5; 3; 2) и B (3; – 1; – 4)
(A (– 3; 2; – 4) и B (1; – 4; 2)).

4) Найдите длину вектора AB
�

(BA
�

), если A (5; 3; 2) и
B (3; – 1; – 4) (A (– 3; 2; – 4) и B (1; – 4; 2)).

4. На третьем уроке данной темы провести самостояM
тельную работу.

Самостоятельная работа № 5.2

Вариант 1

1. Найдите координаты вектора AB
�

, если A (5; – 1; 3),
B (2; – 2; 4).

2. Даны векторы b
�

{3; 1; – 2} и c�{1; 4; – 3}. Найдите

� 2b
�

– c� �.
3. Изобразите систему координат Oxyz и постройте

точку A (1; – 2; – 4). Найдите расстояния от этой точки
до координатных плоскостей.

Вариант 2

1. Найдите координаты вектора CD
�

, если C (6; 3; – 2),
D (2; 4; – 5).

2. Даны векторы a�{5; – 1; 2} и b
�

{3; 2; – 4}. Найдите

� a
�

– 2b
�

�.
3. Изобразите систему координат Oxyz и постройте

точку B (– 2; – 3; 4). Найдите расстояния от этой точки
до координатных плоскостей.

Ответы:
Вариант 1. 1. AB

�
{– 3; – 1; 1}.

2. �3�0�. 3. 4; 2; 1.

Вариант 2. 1. CD
�

{– 4; 1; – 3}.

2. 3 �1�4�. 3. 4; 3; 2.
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Задача 423. Докажите, что точка пересечения медиан
треугольника с вершинами

A (x1; y1; z1), B (x2; y2; z2), C (x3; y3; z3)

имеет координаты

� ; ; �.

Р е ш е н и е.
1) На слайде 5.4 показана идея решения этой задачи,

основанная на использовании формулы, выведенной в заM
даче 366. Дадим другой вывод этой формулы.

Пусть AN и BK — медианы треугольника, M — точM
ка их пересечения (рис. 5.4). Тогда

AM
�

= AN
�

= � (AB
�

+ AC
�

) = (AB
�

+ AC
�

) .

2) Перепишем это равенство в другом виде:

OM
�

– OA
�

= ((OB
�

– OA
�

) + (OC
�

– OA
�

)),

где O — начало координат. Отсюда получаем

OM
�

= (OA
�

+ OB
�

+ OC
�

) .

3) Координаты векторов OA
�

, OB
�

и OC
�

равны соответM
ствующим координатам точек A, B и C, поэтому сумма

векторов OA
�

+ OB
�

+ OC
�

имеет координаты

{x1 + x2 + x3; y1 + y2 + y3; z1 + z2 + z3},

а координаты вектора OM
�

= (OA
�

+ OB
�

+ OC
�

) равны

� ; ; �.

Такие же координаты имеет и точка M, что и требоM
валось доказать.

z1 + z2 + z3
��

3

y1 + y2 + y3
��

3

x1 + x2 + x3
��

3

1
�
3

1
�
3

1
�
3

1
�
3

1
�
2

2
�
3

2
�
3

z1 + z2 + z3
��

3

y1 + y2 + y3
��

3

x1 + x2 + x3
��

3
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Задача 425 а). Середина
отрезка AB лежит на оси Ox.
Найдите m и n, если
A (– 3; m; 5), B (2; – 2; n).

Р е ш е н и е.
Пусть C (x; 0; 0) — середиM

на отрезка AB (рис. 5.5). ВосM
пользуемся формулами для
вычисления ординаты и апM
пликаты середины отрезка:

0 = , 0 = .

Отсюда получаем
m = 2, n = – 5.

Задача 431 б). Определите вид треугольника ABC, если
A (3; 7; – 4), B (5; – 3; 2), C (1; 3; – 10).

Р е ш е н и е.
1) Зная координаты вершин A, B, C, вычисляем длиM

ны сторон треугольника:

AB = �2�2�+�(–�1�0�)2�+�6�2�= �1�4�0�,

AC = �(–�2�)2�+�(–�4�)2�+�(–�6�)2� = �5�6�,

BC = �(–�4�)2�+�6�2 +�(–�1�2�)2� = 14.

2) Отсюда получаем BC2 = 196, AB2 + AC2 = 140 + 56 = 196,
т. е. BC2 = AB2 + AC2. Следовательно, по теореме, обратной
теореме Пифагора, треугольник ABC прямоугольный,
прич м угол A прямой. Катеты AB и AC различной длиM
ны, поэтому треугольник ABC прямоугольный и разноM
сторонний.

Задача 438 а). Даны точки A (– 1; 2; 3), B (– 2; 1; 2)
и C (0; – 1; 1). Найдите точку, равноудаленную от этих
точек и расположенную на координатной плоскости Oxy.

Р е ш е н и е.
1) Искомая точка M расположена на координатной

плоскости Oxy, поэтому е  аппликата равна нулю:
M (x; y; 0). Выразим длины отрезков MA, MB, MC через
координаты их концов:

MA = �(x�+�1�)2�+�(y�–�2�)2�+�(–�3�)2�,

MB = �(x�+�2�)2�+�(y�–�1�)2�+�(–�2�)2�, MC = �x�2�+�(y�+�1�)2�+�(–�1�)2�.

2) По условию MA = MB = MC. Отсюда получаем сиM
стему уравнений

� (x + 1)2 + (y – 2)2 + 9 = (x + 2)2 + (y – 1)2 + 4
(x + 1)2 + (y – 2)2 + 9 = x2 + (y + 1)2 + 1,

5 + n
�

2
m – 2
�

2
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которая после приведения поM
добных членов принимает вид

�
Отсюда x = , y = 2 . ИскоM

мая точка M � ; 2 ; 0�.

Задача 440. Отрезок CD длиM
ны m перпендикулярен к плоM
скости прямоугольного треM
угольника ABC с катетами AC = b
и BC = a. Введите подходящую
систему координат и с помощью
формулы расстояния между двумя точками найдите расM
стояние от точки D до середины гипотенузы этого треM
угольника.

Р е ш е н и е. Введ м систему координат с началом в
точке C, как показано на рисунке 5.6. В этой системе коM
ординаты точек A, B, C, D таковы: A (b; 0; 0), B (0; a; 0),
C (0; 0; 0), D (0; 0; m). Пусть точка M (x; y; z) — середиM
на гипотенузы AB треугольника ABC. Используя

формулы координат середины отрезка, находим x = ,

y = , z = 0, т. е. M � ; ; 0�. Зная координаты точек M

и D, находим искомое расстояние:

MD = �a�2�+�b�2�+�4�m�2�.

§ 2. CКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

Уроки № 14—15

Тема уроков: Угол между векторами.
Скалярное произведение векторов

Основные задачи уроков

Ввести понятие угла между векторами и скалярного
произведения векторов, рассмотреть формулу скалярного
произведения в координатах и свойства скалярного проM
изведения, сформировать умения вычислять скалярное
произведение векторов и находить угол между вектораM
ми по их координатам.

1
�
2

a
�
2

b
�
2

a
�
2

b
�
2

1
�
8

3
�
8

1
�
8

3
�
8

– 2x – 2y = – 5
2x – 6y = – 12.
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Примерный план проведения уроков

1. В начале первого урока ввести понятие угла между
векторами. Рисунки 133, 134 из учебника и слайд 5.5
помогут сформировать представления об угле между
векторами и о перпендикулярности двух векторов.

2. Затем ввести скалярное произведение двух вектоM
ров как произведение их длин на косинус угла между
ними. Используется обозначение

a
�

� b
�

= � a
�

� � � b
�

� cos (a
�

b
�

).

При введении скалярного произведения векторов
важно обратить внимание учащихся на то, что скалярM
ное произведение есть число, т. е. скаляр, поэтому это
произведение называется скалярным.

3. Полезно рассмотреть пример применения скалярM
ного произведения в физике.

Пусть под действием постоянной силы F
�

тело соверM
шило механическое перемещение, которое задается векM

тором S
�

(рис. 5.7). Если (F
�

S
�

) = α,
то для вычисления работы A, соM

верш нной силой F
�

, пользуются
формулой A = F � S � cos α, где F и

S — модули вектора силы F
�

и векM

тора перемещения S
�

.

Угол между векторами 5.5

Д а н о: куб ABCDA1B1C1D1, AB = a. Точка O1 — центр
грани A1B1C1D1.

1. Найдите угол между векторами:

а) B1B
�

и B1C
�

;

б) BC
�

и AC
�

;

в) DA
�

и B1D1

�
.

2. Вычислите скалярное
произведение векторов:

а) AD
�

и B1C
�

; б) D1B
�

и AC
�

;

в) A1O1

�
и A1C1

�
; г) AB

�
и A1C1

�
;

д) AC
�

и BA
�

.
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Произведение F � S � cos α есть скалярное произведение

векторов F
�

и S
�

, т. е. работа постоянной силы представM
ляет собой скалярное произведение вектора силы и векM

тора перемещения: A = F
�

� S
�

.
4. В учебнике предлагается доказать самостоятельно

два утверждения, которые находят применение в дальM
нейшем. Привед м их доказательства.

1) Скалярное произведение ненулевых векторов равно
нулю тогда и только тогда, когда эти векторы перпендиM
кулярны.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Пусть a
�

� b
�

, тогда (a
�

b
�

) = 90°, cos (a
�

b
�

) = cos 90° = 0,

и поэтому a
�

� b
�

= � a
�

� � � b
�

� cos 90° = 0.

Обратно: пусть a
�

� b
�

= 0 и векторы a
�

, b
�

ненулевые.

Тогда � a
�

� � � b
�

� cos (a
�

b
�

) = 0, и так как � a
�

� � 0, � b
�

� � 0, то

cos (a
�

b
�

) = 0. Отсюда следует, что (a
�

b
�

) = 90°, т. е. a
�

� b
�

.
2) Скалярный квадрат вектора равен квадрату его

длины.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
Угол между равными векторами по определению

равен 0°, поэтому a�2 = a� � a�= � a
�

� � � a
�

� cos 0° = � a
�

� 2.
5. Рассмотреть формулу скалярного произведения двух

векторов a
�

{x1; y1; z1} и b
�

{x2; y2; z2} через их координаM

ты: a
�

� b
�

= x1x2 + y1y2 + z1z2.
Полезно дать словесную формулировку равенства:

скалярное произведение двух векторов равно сумме проM
изведений соответствующих координат этих векторов.

Как доказать эту формулу? На первый взгляд кажетM
ся, что проще всего поступить так. Разложим векторы a�

и b
�

по координатным векторам:

a
�

= x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

, b
�

= x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

.

Перемножив почленно эти равенства, получим формуM
лу скалярного произведения в координатах.

Однако такой подход к доказательству неприемлем,
так как ещ  не изучены свойства скалярного произведеM
ния векторов, в частности, не доказана возможность расM
крытия скобок по правилу умножения многочленов.

Привед м доказательство формулы скалярного произM
ведения в координатах для случая, когда векторы a

�
и b

�

не  коллинеарны (рис. 5.8). По теореме косинусов

AB2 = OA2 + OB2 – 2 � OA � OB � cos α.
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Так как OA
�

= a�, OB
�

= b
�

, AB
�

= b
�

– a�, то это равенство
можно переписать в таком виде:

� b
�

– a
�

�2 = � a
�

� 2 + � b
�

� 2 – 2 � a
�

� � � b
�

� � cos α, или

� b
�

– a
�

�2 = � a
�

� 2 + � b
�

� 2 – 2 a
�

� b
�

, откуда

a
�

� b
�

= . (1)

Пусть a
�

{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2}, тогда вектор b
�

– a
�

имеет координаты

{x2 – x1; y2 – y1; z2 – z1},

� a
�

� 2 = x2
1 + y2

1 + z2
1, � b

�

� 2 = x2
2+ y2

2+ z2
2,

� b
�

– a
�

�2 = (x2 – x1)2 + (y2 – y1)2 + (z2 – z1)2.

Подставив эти выражения в равенство (1), получим

a
�

� b
�

= – =

= x1x2 + y1y2 + z1z2.

6. Для работы на первом уроке использовать выборочM
но задачи 441а, б, з, 443а, г; слайд 5.5. Для работы
дома — задачи 441—443; вопросы 11—14 к главе V.

Второй урок можно посвятить повторению вопросов
теории, изучению свойств скалярного произведения и
решению задач.

1. В начале урока полезно провести математический
диктант:

1) Дан квадрат ABCD. Найдите угол между вектораM

ми AC
�

и DA
�

(CA
�

и BC
�

).
2) Найдите скалярный квадрат вектора 7i

�
(6j

�
).

3) Найдите скалярное произведение a
�

� b
�

, если � a
�

� = 3,

� b
�

� = 4, (a
�

b
�

) = 120° ( � a
�

� = 6, � b
�

� = 4, (a
�

b
�

) = 135°).
4) ABCDA1B1C1D1 — куб, ребро которого равно 1.

Найдите скалярное произведение векторов AD1

�
и BC

�

(BA1

�
и CD

�
).

5) Вычислите скалярное произведение a
�

� b
�

, если

a
�

{1; 2; 3}, b
�

{– 1; – 2; 3}

(a
�

{2; – 1; 3}, b
�

{– 2; 2; 3}).

2. Затем выводится форM
мула для вычисления угла
между ненулевыми векторами
с заданными координатами:

(x2 – x1)2 + (y2 – y1)2 + (z2 – z1)2

����
2

x2
1 + y2

1 + z2
1 + x2

2+ y2
2+ z2

2
���

2

� a
�

� 2 + � b
�

� 2 – � b
�

– a
�

�2
���

2
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сos α = .

3. Основные свойства скалярного произведения докаM
зываются точно так же, как в планиметрии. На уроке
могут быть доказаны некоторые из них.

Для любых векторов a
�

, b
�

, c
�

и любого числа k спра�
ведливы равенства:

1) a
�

2 
 0, прич м a
�

2 > 0 при a
�

� 0
�

.

2) a
�

� b
�

= b
�

� a
�

(переместительный закон).

3) (a
�

+ b
�

) � c
�

= a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

(распределительный закон).

4) k (a
�

� b
�

) = (ka
�

) � b
�

(cочетательный закон).
Рассмотрим для примера свойство 3. Введ м прямоM

угольную систему координат и рассмотрим произвольные

векторы a
�

{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2}, c
�

{x3; y3; z3}. ВоспольM
зуемся формулой скалярного произведения в координаM

тах и тем, что координаты вектора a
�

+ b
�

равны суммам

соответствующих координат векторов a
�

и b
�

:

(a
�

+ b
�

) � c
�

= (x1 + x2) � x3 + (y1 + y2) � y3 + (z1 + z2) � z3 =

= (x1x3 + y1y3 + z1z3) + (x2x3 + y2y3 + z2z3) = a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

.

4. Следует обратить внимание учащихся на то, что
распределительный закон имеет место для любого числа
слагаемых, а скалярное произведение, в котором кажM
дый из сомножителей является суммой векторов, можно
вычислять по правилу умножения многочленов. РассмотM
рим, например, скалярное произведение (a

�
+ b

�
) � (c

�
+ d

�
).

Положим a
�

+ b
�

= m
�

.
Тогда

(a
�

+ b
�

) � (c
�

+ d
�

) = m
�

� (c
�

+ d
�

) = m
�

� c
�

+ m
�

� d
�

=

= (a
�

+ b
�

) � c
�

+ (a
�

+ b
�

) � d
�

= a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

+ a
�

� d
�

+ b
�

� d
�

.

Таким образом,

(a
�

+ b
�

) � (c
�

+ d
�

) = a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

+ a
�

� d
�

+ b
�

� d
�

.

Свойства скалярного произведения используются
в процессе решения задач.

5. Для работы на уроке можно использовать задачи
444а, 445а, 446а, 449; слайды 5.6, 5.7.

Для работы дома — задачи 447—453 выборочно.
Сильным учащимся можно предложить задачи 454—
456, 461, 462.

x1x2 + y1y2 + z1z2
�����

�x�2
1�+�y2

1�+�z2
1� � �x�2�2 +��y2

2��+��z2
2�
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Вычисление угла между векторами 5.6

Вычислите угол между вектором a� {2; 1; 2} и коордиM
натным вектором i

�
.

Р е ш е н и е.
a� {2; 1; 2}, i

�
{1; 0; 0},

сos (a
�

i
�

) = ; a
�

� i
�

= 2 � 1 + 1 � 0 + 2 � 0 = 2,

� a
�

� = �2�2�+�1�2�+�2�2�= �9� = 3, � i
�

� = 1,

сos (a
�

i
�

) = � 0,6667, (a
�

i
�

) � 48°11�.2
�
3 � 1

a
�

� i
�

�
� a

�

� � � i
�

�

Применение скалярного произведения
к решению задач 5.7

Задача. Все ребра тетраэдра ABCD равны друг
другу. Точки M и N — середины р бер AD и BC.

Докажите, что MN
�

� AD
�

= 0.

Р е ш е н и е.
Способ 1. BM — медиа�

на, а значит, и высота в
правильном треугольнике
ABD.

Поэтому MB
�

� AD
�

.

Аналогично MС
�

� AD
�

,

MN
�

= (MB
�

+ MС
�

).

Следовательно,

MN
�

� AD
�

= (MB
�

+ MС
�

) � AD
�

= (MB
�

� AD
�

+ MС
�

� AD
�

) =

= (0 + 0) = 0.

Способ 2. AN = DN как высоты равных правильных
треугольников, поэтому треугольник AND равнобедM
ренный.

Следовательно, медиана NM является также высоM

той треугольника AND, т. е. MN
�

� AD
�

и MN
�

� AD
�

= 0.

1
�
2

1
�
2

1
�
2

1
�
2



Задача 443.
Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — куб, AB = a, O1 — центр граM

ни A1B1C1D1. Вычислите скалярное произведение векM

торов: а) AD
�

и B1C1

�
; г) BA1

�
и BС1

�
.

Р е ш е н и е.

а) Так как AD
�

= B1C1

�
(рис. 5.9), то

AD
�

� B1C1

�
= a � a � cos 0° = a2.

г) Способ 1. Треугольник BA1C1 правильный. Стороны
его равны как диагонали равных квадратов:

BA1 = BC1 = a �2�, (BA1

�
BC1

�
) = 60°,

поэтому BA1

�
� BC1

�
= a �2� � a �2� � cos 60° = a2.

Cпособ 2.

BA1

�
� BC1

�
= (BA

�
+ AA1

�
) � (BC

�
+ CC1

�
) = BA

�
� BC
�

+ BA
�

� CC1

�
+

+ AA1

�
� BC
�

+ AA1

�
� CC1

�
= 0 + 0 + 0 + a � a � cos 0° = a2.

Cпособ 3. Введ м прямоугольную систему координат

так, как показано на рисунке 5.10. Тогда вектор BA1

�

имеет координаты {a; 0; a}, а вектор BC1

�
имеет коордиM

наты {0; a; a}. Поэтому BA1

�
� BC1

�
= a � 0 + 0 � a + a � a = a2.

З а м е ч а н и е. В данной задаче мы указали три спосоM
ба решения. Ряд других задач также можно решить разM
ными способами. Желательно, чтобы школьники сами
выбрали способ решения. Наиболее сильным учащимся
можно предложить решить некоторые задачи несколькиM
ми способами.

Задача 449. Даны векторы a�= mi
�

+ 3j
�

+ 4k
�

и b
�

= 4i
�

+
+ mj

�
– 7k

�
. При каком значении m векторы a� и b

�
перпенM

дикулярны?
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Р е ш е н и е. Векторы a� и b
�

перпендикулярны, если
a
�

� b
�

= 0, т. е. a
�

� b
�

= 4m + 3m – 28 = 7m – 28 = 0. Отсюда m = 4.

Задача 450. Даны точки A (0; 1; 2), B (�2�; 1; 2),
C (�2�; 2; 1), D (0; 2; 1). Докажите, что ABCD — квадрат
(рис. 5.11).

Р е ш е н и е.
1) Найд м координаты середиM

ны отрезка AC: x = , y = , z = .
Такие же координаты имеет сереM
дина отрезка BD. Поэтому отрезM
ки AC и BD пересекаются и точM
кой пересечения делятся пополам.
Следовательно, ABCD — параллеM
лограмм.

2) Найд м длины сторон AB и 
AD. AB = �2�+�0�+�0� = �2� = AD. 

Значит, ABCD — ромб.

3) Так как AB
�

{�2�; 0; 0}, AD
�

{0; 1; – 1}, то AB
�

� AD
�

= 0,

т. е. AB
�

� AD
�

. Итак, ABCD — ромб, у которого угол пряM
мой, следовательно, ABCD — квадрат.

З а м е ч а н и е. Можно дать другое решение задачи (см.
указание в учебнике).

Уроки № 16—17

Тема уроков: Вычисление углов между прямыми
и плоскостями

Основные задачи уроков

Показать, как используется скалярное произведение
векторов при решении задач на вычисление углов между
двумя прямыми, а также между прямой и плоскостью.

Примерный план проведения уроков

1. В учебнике рассматриваются две типовые задачи
(задачи 1 и 2), но предварительно нужно ввести понятие
направляющего вектора прямой. Ненулевой вектор назыM
вается направляющим вектором прямой a, если он лежит
либо на прямой a, либо на прямой, параллельной a.

2. Рассмотреть задачи 1 и 2, а также выборочно задаM
чи 464—467. Целесообразно использовать слайд 5.8.

3. Для работы дома — задачи 464—468 выборочно.

3
�
2

3
�
2

�2��
2

157

Рис. 5.11



Задача 464 а). Вычислите угол между прямыми AB и
CD, если A (3; – 2; 4), B (4; – 1; 2), C (6; – 3; 2), D (7; – 3; 1).

Р е ш е н и е. Найд м координаты векторов AB
�

и CD
�

:

AB
�

{1; 1; – 2}, CD
�

{1; 0; – 1}.

Для нахождения угла ϕ между прямыми AB и CD восM
пользуемся формулой

cos ϕ = ,

где {x1; y1; z1} — координаты вектора AB
�

, {x2; y2; z2} —

координаты вектора CD
�

.
По этой формуле получаем

cos ϕ = = , поэтому ϕ = 30°.

Задача 466 а). В кубе ABCDA1B1C1D1 точка M лежит
на ребре AA1, прич м AM : MA1 = 3 : 1, а точка N — сереM
дина ребра BC. Вычислите косинус угла между прямыM
ми MN и DD1.

�3��
2

3
�
�6� � �2�

� x1x2 + y1y2 + z1z2 �
����

�x�2
1�+�y2

1�+�z2
1� � �x�2

2+��y2
2��+�z2

2�
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Угол между прямыми 5.8

Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1,
DA = 1, DC = 2, DD1 = 3.

Найдите угол между прямыми CB1 и D1B.
Р е ш е н и е.
Введ м систему коордиM

нат Dxyz. Рассмотрим наM

правляющие векторы D1B
�

и CB1

�
прямых D1B и CB1.

D1 (0; 0; 3), B (1; 2; 0),

D1B
�

{1; 2; – 3}, C (0; 2; 0),

B1 (1; 2; 3), CB1

�
{1; 0; 3}.

Пусть ϕ — искомый угол,

сos ϕ = ,

cos ϕ = , ϕ � 47°28�.4
�
�3�5�

� 1 � 1 + 2 � 0 + (– 3) � 3 �
���
�1�+�4�+�9� � �1�+�0�+�9�



Р е ш е н и е.
1) Введ м систему координат так, как показано на

рисунке 5.12. Рассмотрим направляющие векторы DD1

�

и MN
�

прямых DD1 и MN. Пусть единица измерения
отрезков выбрана так, что AA1 = 4, тогда M (0; 4; 3),

N (4; 2; 0), MN
�

{4; – 2; – 3}, DD1

�
{0; 0; 4}.

2) Используя векторы MN
�

и DD1

�
, находим cos ϕ межM

ду прямыми DD1 и MN: cos ϕ = = .

Задача 467 а). В прямоугольном параллелепипеде 

ABCDA1B1C1D1 AB=BC= AA1. Найдите угол между прямыM

ми BD и CD1.
Р е ш е н и е. Способ 1. Введ м систему координат, как

показано на рисунке 5.13. Пусть единица измерения
отрезков выбрана так, что AA1 = 2, тогда AB = BC = 1,

B (0; 0; 0), D (1; 1; 0), C (1; 0; 0), D1 (1; 1; 2), BD
�

{1; 1; 0},

CD1

�
{0; 1; 2}.

Используя векторы BD
�

и CD1

�
, находим cos ϕ между

прямыми BD и CD1: cos ϕ = = . Отсюда
ϕ � 71°34�.

Cпособ 2 (не векторный). Угол между прямыми BD и
CD1 равен углу между прямыми BD и BA1. В треугольM
нике BDA1 имеем BA1 = �5�, A1D = �5�, BD = �2�. По теореме
косинусов A1D2 = A1B2 + BD2 – 2A1B � BD � cos ϕ. Отсюда наM

ходим cos ϕ = .

4. В конце второго урока провести самостоятельную
работу.

1
�
�1�0�

1
�
�1�0�

� 1 � 0 + 1 � 1 + 0 � 2 �
���
�1�+�1�+�0� � �0�+�1�+�4�

1
�
2

3
�
�2�9�

� 4 � 0 – 2 � 0 – 3 � 4 �
���
�1�6�+�4�+�9� � �1�6�
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Самостоятельная работа № 5.3

Вариант 1

1. Даны векторы a
�

= 2i
�

– 3j
�

+ k
�

и b
�

= 4i
�

– 2k
�

. Вычислите

a
�

� b
�

.
2. Вычислите угол между прямыми AB и CD, если

A (�3�; 1; 0), B (0; 0; 2 �2�), С (0; 2; 0), D (�3�; 1; 2 �2�).

Вариант 2

1. Даны векторы a
�

= 5i
�

– 2j
�

+ 4k
�

и b
�

= 3j
�

+ 2k
�

. Вычислите

a
�

� b
�

.
2. Вычислите угол между прямыми AB и CD, если

A (6; – 4; 8), B (8; – 2; 4), С (12; – 6; 4), D (14; – 6; 2).

Ответы:
Вариант 1. 1. 6.    2. 60°.
Вариант 2. 1. 2.    2. 30°.

Задача 471. Докажите, что
угол между скрещивающиM
мися прямыми, одна из котоM
рых содержит диагональ куM
ба, а другая — диагональ граM
ни куба, равен 90°.

Р е ш е н и е.
Способ 1.
Пусть ABCDA1B1C1D1 —

куб с ребром 1. Введ м векM

торы a�= BC
�

, b
�

= BA
�

, c�= BB1

�

(рис. 5.14). Тогда

BD1

�
= a

�
+ b

�
+ c

�
, CB1

�
= c

�
– a

�
, BD1

�
� CB1

�
= a

�
+ b

�
+ c

�
) � (c

�
– a

�
) =

= a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

+ c
�

2 – a
�

2 – b
�

� a
�

– c
�

� a
�

= 0 + 0 + 1 – 1 – 0 – 0 = 0.

Cледовательно, BD1 � CB1.
Cпособ 2.
Введ м систему координат, как показано на рисунM

ке 5.14. Тогда B (0; 0; 0), C (1; 0; 0), B1 (0; 0; 1),

D1 (1; 1; 1), CB1

�
{– 1; 0; 1}, BD1

�
{1; 1; 1}. Следовательно,

cos (CB1

�
BD1

�
) = = 0,

и, значит, CB1 � BD1.

Задача 473. Лучи OA, OB и OC образуют три прямых
угла AOB, AOC и BOC. Найдите угол между биссектриM
сами углов COA и AOB.

� – 1 � 1 + 0 � 1 + 1 � 1�
���

� CB1
�

� � � BD1
�

�

160

Рис. 5.14



Р е ш е н и е.
1) Пусть OM — биссектриса угла AOC, OK — биссектM

риса угла AOB, �MOK = ϕ. Введ м единичные векторы

a
�

, b
�

, c
�

так, как показано на рисунке 5.15, и рассмотрим
векторы m�= a�+ c� и n� = a�+ b

�
. Очевидно, что m� и n� — векM

торы, сонаправленные с лучами OM и OK.
2) Найд м скалярное произведение векторов m� и n� и

их длины:

m
�

� n
�

= (a
�

+ c
�

) � (a
�

+ b
�

) = a
�

2 + a
�

� b
�

+ c
�

� a
�

+ c
�

� b
�

=1, � m
�

� = � n
�

� = �2�.

Отсюда следует, что cos ϕ = = , ϕ = 60°.

Задача 475. В тетраэдре DABC DA = 5 см, AB = 4 cм,
AC = 3 cм, �BAC = 90°, �DAB = 60°, �DAC = 45°. Найдите
расстояние от вершины A до точки пересечения медиан
треугольника DBC.

Р е ш е н и е.
1) Пусть K — точка пересечения медиан треугольниM

ка DBC (рис. 5.16). Известно, что AK
�

= (AB
�

+ AC
�

+ AD
�

)
(cм. задачу 366).

2) Введ м векторы a�= AB
�

, b
�

= AC
�

, c�= AD
�

. Тогда AK
�

=

= (a
�

+ b
�

+ c
�

). Вычислим скалярный квадрат вектора AK
�

:

� AK
�

� 2 = (a
�

+ b
�

+ cc
�

)2 = (a
�

2 + b
�

2 + c
�

2 + 2a
�

� b
�

+ 2a
�

� cc
�

+ 2b
�

� c
�

).

3) Используя данные задачи, находим: a�2 = 16, b
�

2 = 9,
c
�

2 = 25, a
�

� b
�

= 4 � 3 � сos 90° = 0, a
�

� c
�

= 4 � 5 � сos 60° = 10, b
�

� c
�

=

= 3 � 5 � сos 45° = . Следовательно, � AK
�

� 2 = (70 + 15 �2�),

AK = �7�0�+�1�5���2��.1
�
3

1
�
9

15 �2��
2

1
�
9

1
�
9

1
�
3

1
�
3

1
�
2

m� � n�
�
� m
�

� � � n
�

�
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Урок № 18

Тема урока: Уравнение плоскости. Расстояние
от точки до плоскости

Основные задачи урока

Вывести уравнение плоскости и формулу для вычиM
сления расстояния от точки до плоскости; показать, как
они применяются при решении задач.

Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие уравнения поверхности в заданной
прямоугольной системе координат: уравнение с тремя пеM
ременными x, y, z называется уравнением данной поM
верхности F в системе координат Oxyz, если этому уравM
нению удовлетворяют координаты любой точки поверхM
ности F и не удовлетворяют координаты никакой точки,
не лежащей на этой поверхности.

2. Используя формулу скалярного произведения векM
торов в координатах, вывести уравнение плоскости α,
проходящей через данную точку M0 (x0; y0; z0) и перпенM

дикулярной к данному ненулевому вектору 
�
n {a; b; c}:

a (x – x0) + b (y – y0) + c (z – z0) = 0. (1)

Отметить, что если обозначить число – (ax0 + by0 + cz0)
буквой d, то уравнение плоскости α примет вид

ax + by + cz + d = 0. (2)

Подчеркнуть, что уравнение плоскости в прямоугольM
ной системе координат является уравнением первой стеM
пени относительно переменных x, y, z.

3. Разобрать с учащимися решение задачи 3 из п. 53,
в которой получена формула для расстояния l от точки
M0 (x0; y0; z0) до плоскости, заданной уравнением (2):

l = . (3)

Можно отметить, что если точка M0 лежит в плоскоM
сти, то е  координаты удовлетворяют уравнению (2),
т. е. ax0 + by0 + cz0 + d = 0, поэтому числитель в правой
части равенства (3) равен нулю и расстояние от точки M0
до плоскости равно нулю.

4. Далее можно рассмотреть следующие задачи на
применение уравнения плоскости и формулы (3):

Задача 1. Составьте уравнение плоскости, проходяM
щей через точку A (1; 0; – 1) и перпендикулярной вектоM
ру

�
n {3; – 7; 2}.

� ax0 + by0 + cz0 + d �
���

�a2�+�b2�+�c2�
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Р е ш е н и е.
3 (x – 1) – 7 (y – 0) + 2 (z + 1) = 0, или 3x – 7y + 2z – 1 = 0.

Задача 2. В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 AB = 4, AD = 3, AA1 = 2. На ребре A1D1
взята точка K, такая, что A1K : KD1 = 2 : 1. Через точку K
проведена плоскость α, перпендикулярная к прямой AC1
и пересекающая прямую BC в точке M. Найдите расстояM
ние: а) от точки B1 до плоскости α; б) от точки M до
точки D1.

Р е ш е н и е. Введ м прямоугольную систему координат
с началом в точке A, как показано на рисунке 5.17.
Тогда точки A, B1, C1, D1 имеют следующие координаты:
A (0; 0; 0), B1 (4; 0; 2), C1 (4; 3; 2), D1 (0; 3; 2).

По условию задачи A1K : KD1 = 2 : 1, поэтому точка K
имеет координаты (0; 2; 2), а координаты вектора 

�
AC1

равны разностям соответствующих координат точек C1 и A,

т. е. 
�
AC1 {4; 3; 2}. Используя уравнение (1), напишем уравM

нение плоскости α, проходящей через точку K (0; 2; 2) и

перпендикулярной к вектору 
�
AC1 {4; 3; 2}:

4x + 3 (y – 2) + 2 (z – 2) = 0, или 4x + 3y + 2z – 10 = 0.

а) Искомое расстояние l от точки B1 (4; 0; 2) до плосM
кости α находим по формуле (3):

l = = .

б) Произвольная точка на прямой BC имеет коордиM
наты (4; y; 0), где y может принимать любое значение.
Чтобы найти ординату y точки M (4; y; 0), в которой
плоскость α пересекается с прямой BC, нужно положить

10
�
�2�9�

� 4 � 4 + 3 � 0 + 2 � 2 – 10 �
���

�42�+�32�+�22�
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в уравнении плоскости x = 4, z = 0. Тогда получим 16 + 3y –
– 10 = 0, откуда находим y = – 2. Итак, точка M имеет
координаты (4; – 2; 0), а координаты точки D1 равны
(0; 3; 2). По формуле расстояния между двумя точками
через их координаты находим MD1:

MD1 = �(0�–�4�)2�+�(3�+�2�)2�+�(2�–�0�)2� = 3 �5�.

Можно предложить учащимся дополнительные зада�
ния в этой задаче, например: написать уравнение плоM
скости β, проходящей через середину ребра AB и паралM
лельной плоскости α; найти расстояние от середины диаM
гонали A1C до плоскости β; и т. д.

Задача 3. На ребре AA1 прямоугольного параллелепиM
педа ABCDA1B1C1D1 взята точка P так, что AP = 3 � PA1.

а) Составьте уравнение плоскости α, проходящей чеM
рез точки P, B и D1, если AB = AA1 = 4 см, AD = 3 см;

б) найдите угол между диагональю AC1 и плоскостью α;
в) найдите расстояние от середины диагонали AC1 до

плоскости α;
г) найдите расстояние от точки D до плоскости α.
Указания к решению (рис. 5.18).
а) P (4; 0; 3), B (0; 0; 0), D1 (4; 3; 4).

a � 4 + b � 0 + c � 3 + d = 0
a � 0 + b � 0 + c � 0 + d = 0�
a � 4 + b � 3 + c � 4 + d = 0,

откуда d = 0, a = – c, b = – . Уравнение плоскости

ax + by + cz + d = 0 принимает вид 9x + 4y – 12z = 0.

б)
�
AC1 {– 4; 3; 4}. Пусть θ = (n

�
, AC1

�
), AC1

�
= p

�
(рис. 5.19),

� n
�

� = �2�4�1�, � AC1

�
� = �4�1�, n

�
� AC1

�
= – 72.

c
�
3

3
�
4
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cos θ = = ,

θ — тупой угол.
сos θ = cos (90° + ϕ) = – sin ϕ,

sin ϕ = , ϕ � 46°25�.

З а м е ч а н и е. Если cos θ > 0, то θ — острый угол,
θ = 90° – ϕ, cos θ = sin ϕ (рис. 5.20).

в) Координаты середины отрезка AC1 равны (2; 1,5; 2),
а е  расстояние от плоскости α равно нулю.

Прокомментируйте результат, используя рисунок 5.18.

г) D (4; 3; 0), l = � 3,092.

5. Дополнительные задания, аналогичные дополниM
тельным заданиям к задаче 2, можно предложить в задаM
чах к § 3 учебника и дополнительных задачах к главе V.

В задаче 453: а) найдите какойMнибудь вектор, перM
пендикулярный к плоскости ABC; б) напишите уравнеM
ние плоскости ABC; в) найдите расстояние до плоскости
ABC от начала координат и от точки D (1; – 1; 2).

В задаче 454: а) напишите уравнение плоскости ABC;
б) найдите расстояния до плоскости ABC от точки
D (1; 2; 3) и от точки E (1; 1; 1).

В задаче 466 найдите расстояния: а) от вершин B и
D1 до плоскости MNC1; б) от вершин A и C1 до плоскоM
сти MNB1.

В задаче 467 найдите расстояния от вершин A, B, C
и D до плоскости A1MN, где M и N — середины р бер
BC и C1D1.

В задаче 513 найдите расстояния: а) от вершины A
до плоскости MND1; б) от точки N до плоскости MC1D1.

§ 3. ДВИЖЕНИЯ

Уроки № 19—20

Тема уроков: Центральная симметрия.
Осевая симметрия. Зеркальная симметрия.

Параллельный перенос

Основные задачи уроков

Познакомить учащихся с понятием движения проM
странства и основными видами движений.

48
�
�2�4�1�

72
�
�9�8�8�1�

– 72
�
�9�8�8�1�

n
�

� AC1
�

��

� n
�

� � � AC1
�

�
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Примерный план проведения уроков

1. Сначала ввести понятие отображения пространства
на себя: если каждой точке M пространства поставлена
в соответствие некоторая точка M1, прич м любая точка M1
пространства оказалась поставленной в соответствие
какойMто точке M, то говорят, что задано отображение
пространства на себя.

2. Отметить, что особую роль в геометрии играют отоM
бражения пространства на себя, сохраняющие расстояM
ние между точками. Они называются движениями проM
странства.

Таким образом, если при движении пространства точM
ки A и B переходят (отображаются) в точки A1 и B1, то
AB = A1B1.

3. В учебнике рассмотрены четыре вида движений.
Доказано, что центральная симметрия, осевая симметM
рия, зеркальная симметрия и параллельный перенос явM
ляются движениями.

Доказательства этих утверждений достаточно проM
зрачны, они могут быть рассмотрены на одном уроке.

В случае центральной, осевой и зеркальной симметM
рий используется метод координат. Сначала устанавлиM
вается связь между координатами двух симметричных
точек M (x; y; z) и M1 (x1; y1; z1).

Например, если рассматривается центральная симметM
рия относительно начала координат, то x1 = – x, y1 = – y,
z1 = – z. Далее для любых двух точек A (x1; y1; z1),
B (x2; y2; z2) и симметричных им точек A1 и B1 доказыM
вается, что AB = A1B1, т. е. сохраняется расстояние межM
ду точками.

Доказательство утверждения о том, что параллельный
перенос является движением, проводится без помощи коM
ординат, но с помощью векторов.

4. На первом уроке следует рассмотреть теоретичесM
кий материал и решить задачи 478, 479, 483. Для доM
машней работы можно использовать задачи 480—482.

На втором уроке провести повторение вопросов теоM
рии, используя вопросы 15—17 к главе V, слайды 5.9,
5.10, и рассмотреть выборочно задачи 484—489.

Задача 479 а). Докажите, что при центральной симM
метрии прямая, не проходящая через центр симметрии,
отображается на параллельную ей прямую.

Р е ш е н и е.
1) Рассмотрим центральную симметрию пространства

с центром O и произвольную прямую AB, не проходяM
щую через точку O (рис. 5.21). Прямая AB и точка O
определяют единственную плоскость α. Точки A и B пеM

166



реходят при данной симметрии
в точки A1 и B1, также лежаM
щие в плоскости α. Поэтому и
вся прямая A1B1 лежит в плосM
кости α.

2) Докажем сначала, что пряM
мые AB и A1B1 параллельны.
Треугольники OAB и OA1B1
равны по двум сторонам (OA =
= OA1, OB = OB1) и углу между
ними (� AOB = � A1OB1). Из раM
венства треугольников следует, что � ABO = � A1B1O, т. е.
равны накрест лежащие углы при пересечении прямых
AB и A1B1 секущей BB1. Следовательно, AB � A1B1.

3) Докажем теперь, что при центральной симметрии
с центром O прямая AB отображается на прямую A1B1.
Для этого нужно доказать, что произвольная точка M
прямой AB переходит в некоторую точку M1 прямой A1B1
(иначе говоря, на прямой A1B1 имеется точка M1, симметM
ричная точке M относительно O), и обратно: произвольM
ная точка прямой A1B1 симметрична относительно O
некоторой точке прямой AB.

Возьм м на прямой AB произвольную точку M (отM
личную от точки A) и провед м прямую MO. Она переM
секает прямую A1B1 в какойMто точке M1 (см. рис. 5.21).
Треугольники MAO и M1A1O равны по стороне (AO = A1O)
и прилежащим к ней углам (углы MOA и M1OA1 равны
как вертикальные, углы MAO и M1A1O равны как наM
крест лежащие при пересечении параллельных прямых
AB и A1B1 секущей MM1). Поэтому MO = OM1, а это и
означает, что точка M переходит при симметрии относиM
тельно O в точку M1, лежащую на прямой A1B1. АналоM
гично доказывается обратное: любая точка M1 прямой
A1B1 симметрична некоторой точке M прямой AB отноM
сительно O.

Итак, при симметрии с центром O прямая AB, не проM
ходящая через точку O, отображается на параллельную
прямую A1B1.

З а м е ч а н и е. Как видим, привед нное доказательство
является непростым. Можно дать более простое доказаM
тельство, если вначале решить задачу 486, т. е. докаM
зать, что при движении прямая отображается на пряM
мую. Тогда из того факта, что точки A и B переходят
при центральной симметрии в точки A1 и B1, сразу же
последует, что прямая AB переходит в прямую A1B1, и
поэтому оста тся доказать только параллельность этих
прямых.
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Задача 480 а). Докажите, что
при центральной симметрии плосM
кость, не проходящая через центр
симметрии, отображается на паM
раллельную ей плоскость.

Р е ш е н и е.
1) Рассмотрим центральную

симметрию пространства с ценM
тром O и произвольную плосM
кость α, не проходящую через
точку O (рис. 5.22). Пусть пряM
мые a и b, пересекающиеся в
точке A, лежат в плоскости α.
При симметрии с центром O прямые a и b переходят
соответственно в параллельные прямые a1 и b1 (задача
479 а). При этом точка A переходит в некоторую точку
A1, лежащую как на прямой a1, так и на прямой b1, а
значит, прямые a1 и b1 пересекаются. Пересекающиеся
прямые a1 и b1 определяют единственную плоскость α1.
По признаку параллельности плоскостей α � α1.

2) Далее нетрудно доказать, что при центральной
симметрии с центром O плоскость α отображается на
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Центральная симметрия 5.9

AB = �(x�2�–�x�1)�2�+�(y�2�–�y�1)�2�+�(z�2�–�z�1)�2�,

A1B1 = �(–�x�2�+�x�1)�2�+�(–�y�2�+�y�1)�2�+�(–�z�2�+�z�1)�2�, AB = A1B1.

1. Докажите, что центральная симметрия есть двиM
жение.

2. Дан тетраэдр MABC. Постройте фигуру, центM
ральноMсимметричную этому тетраэдру относительно
точки O.

Рис. 5.22



плоскость α1. Это можно сделать разными способами:
1) аналогично тому, как при решении задачи 47  было
доказано, что прямая AB отображается на прямую A B1 1;
2) можно решить сначала задачу 486б, из утверждения
которой следует, что плоскость α отображается на плосM
кость α1.

Задача 483 а). При зеркальной симметрии относиM
тельно плоскости α плоскость β отображается на плосM
кость β1. Докажите, что если β � α, то β1 � α.

Р е ш е н и е. Доказательство провед м методом от проM
тивного. Предположим, что β � α, но плоскости β1 и α

пересекаются. Тогда они имеют общую точку M. Так как
M � α, то при данной зеркальной симметрии точка M отоM
бражается в себя. Отсюда следует, что точка M, которая
принадлежит плоскости β1, лежит также в плоскости β.
Но тогда плоскости α и β пересекаются. Полученное проM
тиворечие показывает, что наше предположение было
неверным, следовательно, β1 � α.
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Зеркальная симметрия 5.10

Плоскость α совпадает с плоскостью Oxy. Точки O1
и O2 — середины отрезков AA1 и BB1.

AB = �(x�2�–�x�1)�2�+�(y�2�–�y�1)�2�+�(z�2�–�z�1)�2�,

A1B1 = �(x�2�–�x�1)�2�+�(y�2�–�y�1)�2�+�(–�z�2�+�z�1)�2�,

AB = A1B1.

1. Докажите, что зеркальная симметрия есть двиM
жение.

2. Дан тетраэдр MABC. Постройте фигуру,
зеркальноMсимметричную этому тетраэдру относительM
но плоскости β.



Урок № 21

Контрольная работа № 5.1

Вариант 1

1. Вычислите скалярное произведение векторов m� и

n�, если m�= a�+ 2b
�

– c�, n� = 2a�– b
�

, � a
�

� = 2, � b
�

� = 3, (a� b
�

) = 60°, c�� a�,
c�� b

�
.

2. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Найдите угол между пряM
мыми AD1 и BM, где M — середина ребра DD1.

3. Задача 518а.

Вариант 2

1. Вычислите скалярное произведение векторов m� и

n�, если m�= 2a�– b
�

+ c�, n� = a�– 2b
�

, � a
�

� = 3, � b
�

� = 2, (a� b
�

) = 60°, c�� a�,
c�� b

�
.

2. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Найдите угол между пряM
мыми AC и DC1.

3. Задача 518б.

Ответы:
Вариант 1.  1. – 1. 2. 45°.
Вариант 2.  1. 11. 2. 60°.

Урок № 22

Зач т № 5. Метод координат в пространстве

Карточка 1

1. Расскажите, как зада тся прямоугольная система
координат в пространстве и как определяются координаM
ты вектора.

2. Выведите формулы, выражающие координаты точM
ки пересечения медиан треугольника через координаты
его вершин.

3. Дан куб ABCDA1B1C1D1, точка M — центр грани

AA1D1D. Вычислите угол между векторами BM
�

и B1C
�

.

Карточка 2

1. Расскажите о связи между координатами векторов
и координатами точек.
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2. Выведите формулы, выражающие координаты сеM
редины отрезка через координаты его концов.

3. Вычислите угол между прямыми AB и CD, если
A (1; 1; 0), B (3; – 1; 0), C (4; – 1; 2), D (0; 1; 0).

Карточка 3

1. Cформулируйте определение скалярного произведеM
ния двух векторов. Сформулируйте условие перпендикуM
лярности двух ненулевых векторов, используя скалярное
произведение.

2. Выведите формулу для вычисления длины вектора
по его координатам.

3. Даны точки A (0; 4; 0), B (2; 0; 0), C (4; 0; 4),
D (2; 4; 4). Докажите, что ABCD — ромб.

Карточка 4

1. Сформулируйте основные свойства скалярного
произведения векторов. Докажите некоторые из этих
свойств.

2. Выведите формулу для вычисления расстояния
между двумя точками с заданными координатами.

3. Даны координаты тр х вершин параллелограмма
ABCD: A (– 6; – 4; 0), B (6; – 6; 2), C (10; 0; 4). Найдите

координаты точки D и угол между векторами AC
�

и BD
�

.

Карточка 5

1. Докажите, что центральная и осевая симметрии
являются движениями.

2. Выведите формулу косинуса угла между ненулевыM
ми векторами с заданными координатами.

3. Даны векторы a� {1; 2; – 1}, b
�

{– 3; 1; 4}, c� {3; 4; – 2} и

d
�

{2; – 1; 3}. Вычислите скалярное произведение векторов

(a
�

+ 2b
�

) � (c
�

– d
�

).

Карточка 6

1. Докажите, что зеркальная симметрия и параллельM
ный перенос являются движениями.

2. Расскажите, как вычислить угол между двумя
прямыми в пространстве с помощью направляющих векM
торов этих прямых.

3. Даны координаты вершин тетраэдра MABC:
M (2; 5; 7), A (1; – 3; 2), B (2; 3; 7), C (3; 6; 0). Найдите
расстояние от точки M до точки O пересечения медиан
треугольника ABC.
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Привед м некоторые рекомендации по использованию
слайдов, предназначенных для организации устной
фронтальной работы учащихся с готовыми чертежами.
Например, используя слайд 5.1, учащиеся сначала объM
ясняют построение точки A по данным е  координатам.
Затем, отвечая на вопросы учителя, они определяют коM
ординаты точек B, C, D, K.

В слайде 5.2 представлены в координатной форме
действия над векторами. Это фактически справочная табM
лица, которая суммирует результаты урока по теме
«Координаты вектора». Здесь же дан вывод формул коM
ординат разности двух векторов.

С помощью слайда 5.5 сначала формируется понятие
угла между векторами (I группа вопросов), а затем расM
сматриваются задачи на вычисление скалярного произвеM
дения векторов (II группа вопросов).

Слайды 5.3, 5.6, 5.7, 5.8 содержат решения задач по
отдельным вопросам темы. Они могут быть использоваM
ны при проверке домашних заданий. Эти же слайды окаM
зываются полезными на уроке при обсуждении способов
решения задач, при организации самостоятельной рабоM
ты учащихся и проверке е  результатов. Например,
слайд 5.3 можно использовать так: сначала проецируетM
ся на экран лишь его верхняя часть, содержащая услоM
вие задачи, а нижняя часть (с решением) закрывается
плотной бумагой. После обсуждения задачи следует проM
демонстрировать е  решение на экране, удалив бумагу с
нижней части слайда.

Cлайды 5.9, 5.10 содержат теоретический материал
справочного характера. По ним можно повторить теоM
рию, провести опрос учащихся.

Размер слайдов 18 � 13 см позволяет использовать их
для экранов средних размеров. По материалам, предлоM
женным в привед нных слайдах, могут быть изготовлеM
ны настенные таблицы.

Дополнительные вопросы к зач ту
1. Напишите уравнение плоскости, проходящей через

данную точку M0 (x0; y0; z0) и перпендикулярной к данM
ному ненулевому вектору n� {a; b; c}.

2. Напишите формулу расстояния от точки M0 (x0; y0; z0)
до плоскости ax + by + cz + d = 0. Приведите пример выM
числения расстояния по этой формуле.

3. Выведите уравнение плоскости, проходящей через
данную точку M0 (x0; y0; z0) и перпендикулярной к
данному ненулевому вектору n� {a; b; c}.

4. Расскажите о преобразовании подобия.
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Глава VI

ЦИЛИНДР, КОНУС И ШАР

§ 1. ЦИЛИНДР

Уроки № 23—25

Тема уроков: Понятие цилиндра.
Площадь поверхности цилиндра

Основные задачи уроков

Ввести понятия цилиндрической поверхности, цилиндM
ра и его элементов (боковая поверхность, основания, обраM
зующие, ось, высота, радиус), вывести формулы для выM
числения площадей боковой и полной поверхностей циM
линдра, научить учащихся решать задачи по данной теме.

Примерный план проведения уроков

1. В начале первого урока ввести понятия цилиндриM
ческой поверхности, цилиндра и его элементов, испольM
зуя рисунок 142 учебника.

2. Важно обратить внимание учащихся на то обстояM
тельство, что цилиндр может быть образован вращением
прямоугольника вокруг одной из его сторон (рис. 143
учебника), а осевое сечение цилиндра есть прямоугольник
(рис. 144). Это используется при решении ряда задач.

3. Формула площади боковой поверхности цилиндра
выводится на основе определения, по которому за плоM
щадь боковой поверхности цилиндра принимается плоM
щадь е  разв ртки. Тот факт, что боковую поверхность
цилиндра можно развернуть на плоскость и при этом поM
лучится прямоугольник, принимается на основе наглядM
ных представлений.

4. На первом уроке следует рассмотреть весь теоретиM
ческий материал пп. 59, 60 и решить задачи 521, 523,
525, 537. Для работы дома — задачи 522, 524, 526, 538.

5. Второй и третий уроки следует посвятить повтореM
нию вопросов теории и решению задач.

На уроках и дома рассматриваются выборочно задачи
527—546. Можно использовать также дополнительные
задачи 601—608.

6. Для организации фронтальной работы с учащимиM
ся и обсуждения подходов к решению задач полезны
слайды 6.1, 6.2, а также вопросы 1—4 к главе VI.

7. На третьем уроке провести самостоятельную работу.
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6.1

Концы отрезка AB, равноM
го a, лежат на окружностях
оснований цилиндра. Радиус
цилиндра равен r, высота равM
на h, а расстояние между пряM
мой AB и осью OO1 цилиндра
равно d.

1. Объясните, как построM
ить отрезок, длина котороM
го равна расстоянию между
скрещивающимися прямыми
AB и OO1.

2. Составьте (и объясните)
план нахождения величины d
по заданным величинам a, h, r.

3. Составьте (и объясните)
план нахождения h по заданM
ным величинам a, r, d.

6.2

Плоскость γ, параллельная
оси цилиндра, отсекает от окM
ружности основания дугу AmD
с градусной мерой α. Радиус
цилиндра равен a, высота равM
на h, расстояние между осью
OO1 цилиндра и плоскостью γ

равно d.

1. Докажите, что сечение
цилиндра плоскостью γ есть
прямоугольник.

2. Объясните, как построM
ить отрезок, длина которого
равна расстоянию между осью
цилиндра и секущей плоскоM
стью.

3. Найдите AD, если a = 10 см, α = 60° (другие ваM
рианты: α = 90°, α = 120°).

4. Составьте (и объясните) план вычисления плоM
щади сечения по данным α, h, d.



Самостоятельная работа № 6.1

Вариант 1

1. Разв ртка боковой поверхности цилиндра является
квадратом, диагональ которого равна 10 см. Найдите
площадь боковой поверхности цилиндра.

2. Плоскость, параллельная оси цилиндра, отсекает
от окружности основания дугу в 120°. Высота цилиндра
равна 5 см, радиус цилиндра — 2 �3� см. Найдите плоM
щадь сечения.

Вариант 2

1. Разв ртка боковой поверхности цилиндра является
прямоугольником, диагональ которого равна 8 см, а угол
между диагоналями — 30°. Найдите площадь боковой
поверхности цилиндра.

2. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной его
оси, есть квадрат. Эта плоскость отсекает от окружности
основания дугу в 90°. Радиус цилиндра равен 4 см. НайM
дите площадь сечения.

Ответы:
Вариант 1. 1. 50 см2. 2. 30 см2.
Вариант 2. 1. 16 см2. 2. 32 см2.

Задача 527 а). Концы отрезка AB = 13 дм лежат на
окружностях оснований цилиндра. Радиус цилиндра раM
вен 10 дм, а расстояние между прямой AB и осью циM
линдра равно 8 дм. Найдите высоту h цилиндра.

Р е ш е н и е.
1) Провед м образующую BC (рис. 6.1). Так как

OO1 � BC, то OO1 � ABC.
2) Проведем OK � AC. Так как

OK � OO1 и OO1 � BC, то OK � BC.
Таким образом, прямая OK перM
пендикулярна к двум пересекаюM
щимся прямым AC и BC плоскосM
ти ABC. Следовательно, OK � ABC,
и поэтому расстояние между пряM
мыми AB и OO1 равно OK (п. 19),
т. е. OK = 8 дм.

3) Из 	 AKO получаем

AK = �1�0�2�–�8�2�= 6 (дм),

поэтому AC = 12 дм.

4) Из 	 ABC имеем

BC = �1�3�2�–�1�2�2�= 5 (дм).
Итак, h = 5 дм.
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Задача 532. Через образующую AA1 цилиндра провеM
дены две секущие плоскости, одна из которых проходит
через ось цилиндра. Найдите отношение площадей сечеM
ния цилиндра этими плоскостями, если угол между ниM
ми равен ϕ.

Р е ш е н и е.
1) Обратимся к рисунку 6.2: CA � AA1, BA � AA1, поM

этому �CAB — линейный угол двугранного угла с ребM
ром AA1, �CAB = ϕ (по условию), � ACB = 90° (вписанный
угол, опирающийся на диаметр).

2) Из треугольника ABC получаем = cos ϕ.

3) = = = cos ϕ.

Задача 542. Угол между образующей цилиндра и диаM
гональю осевого сечения равен ϕ, площадь основания циM
линдра равна S. Найдите площадь боковой поверхности
цилиндра.

Р е ш е н и е.
1) Пусть прямоугольник ABCD — осевое сечение циM

линдра (рис. 6.3). Обозначим радиус цилиндра буквой r,
а высоту буквой h, тогда

AD = 2r, AB = h.

Из треугольника ABD получаем AB = 2r ctg ϕ, т. е.
h = 2r ctg ϕ.

2) Sбок = 2πrh = 2πr � 2r ctg ϕ = 4πr2 ctg ϕ.
По условию задачи πr2 = S, следовательно,

Sбок = 4S ctg ϕ.

AC
�
AB

AC � AA1
��
AB � AA1

SACC1A1
�
SABB1A1

AC
�
AB
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§ 2. КОНУС

Уроки № 26—28

Тема уроков: Понятие конуса.
Площадь поверхности конуса. Усеч нный конус

Основные задачи уроков

Ввести понятия конической поверхности, конуса и
его элементов (боковая поверхность, основание, вершиM
на, образующие, ось, высота), усеч нного конуса, вывеM
сти формулы для вычисления площадей боковой и полM
ной поверхностей конуса и усеч нного конуса, научить
учащихся решать задачи по данной теме.

Примерный план проведения уроков

1. На первом уроке ввести понятия конической поверхM
ности, конуса и его элементов (рис. 148 и 149 учебника).

2. Важно обратить внимание учащихся на то, что коM
нус может быть получен вращением прямоугольного треM
угольника вокруг одного из его катетов (рис. 150 учебниM
ка), а осевое сечение конуса — равнобедренный треугольM
ник (см. рис. 151). Это используется при решении задач.

3. По определению за площадь боковой поверхности
конуса принимается площадь е  разв ртки. Используя
рисунок 153, а, б, следует разъяснить учащимся, что боM
ковую поверхность конуса можно развернуть на плосM
кость, разрезав е  по одной из образующих. При этом поM
лучится круговой сектор. В процессе вычисления его
площади используется тот факт, что длина дуги сектора
равна длине окружности основания конуса, а радиус
кругового сектора равен образующей конуса. ВычислеM
ния можно оформить следующим образом (рис. 6.4, а, б):

Sбок = Sсект = = � = L � = 2πr � = πrl.

4. На первом уроке целесообразно рассмотреть весь
материал пп. 61, 62 и решить задачи 547, 549а, 562.

Для работы дома — задачи 548, 550, 558, 563; разоM
брать привед нное в учебнике решение задачи 556.

Второй урок следует посвятить изучению усеч нного
конуса, выводу формулы для вычисления площади его
боковой поверхности (п. 63).

5. У учащихся должно сформироваться представление
о том, что усеч нный конус — это часть полного конуса,
заключ нная между его основанием и секущей плоскоM
стью, параллельной основанию.

l
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6. Полезно обратить внимание учащихся на следуюM
щие моменты: усеч нный конус может быть получен враM
щением прямоугольной трапеции вокруг е  боковой стоM
роны, перпендикулярной к основаниям, а осевое сечение
усеч нного конуса есть равнобедренная трапеция.

7. В начале второго урока целесообразно провести маM
тематический диктант. Это позволит судить об уровне
навыков решения несложных задач, вести работу по форM
мированию этих навыков, повторить основные вопросы
темы.

Математический диктант № 6.1

1. Какая фигура получается в сечении цилиндра (коM
нуса) плоскостью, проходящей: а) через ось цилиндра
(конуса); б) перпендикулярно к оси цилиндра (конуса)?

2. Вопрос 5 к главе VI (вопрос 6 к главе VI).
3. Осевое сечение конуса представляет собой равноM

сторонний треугольник со стороной a. Найдите высоту
конуса. (Осевое сечение цилиндра — квадрат, диагональ
которого равна a. Найдите высоту цилиндра.)

4. Высота и радиус основания конуса равны 2 см. ЧеM
рез две образующие, угол между которыми равен 30°,
проведена секущая плоскость. Найдите площадь сечеM
ния. (Высота конуса равна 2 см, а угол при вершине осеM
вого сечения равен 120°. Найдите площадь сечения коM
нуса плоскостью, проходящей через две образующие,
угол между которыми равен 90°.)

5. Как изменится площадь боковой поверхности конуM
са, если его образующую и радиус основания увеличить
в 3 раза (уменьшить в 2 раза)?
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6. Сколько плоскостей симметрии имеет конус?
(Сколько осей симметрии имеет усеч нный конус?)

Для работы на уроке можно использовать задачи 551а, б,
553, 554а, 567, 568.

Для работы дома — задачи 551в, 552, 554б, 569.
Третий урок следует посвятить повторению вопросов

теории и решению задач. Для работы на уроке и дома
можно использовать задачи 555, 557—561, 564—566,
570—572, а также дополнительные задачи 609—618.

Работа со слайдом 6.3 позволяет упрочить навыки реM
шения задач, связанных с конусом, способствует повыM
шению уровня подготовки учащихся.

Задача 555. Высота конуса равна 10 см. Найдите плоM
щадь сечения, проходящего через вершину конуса и хорду
основания, стягивающую дугу в 60°, если плоскость сеM
чения образует с плоскостью основания конуса угол 45°.

Р е ш е н и е.
1) Так как хорда AB основания конуса стягивает дуM

гу в 60° (рис. 6.5), то она равна радиусу основания:
AB = OA = OB.
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6.3

Высота конуса равна h. Через образующие MA и
MB проведена плоскость, составляющая угол α c плосM
костью основания конуса. Хорда AB стягивает дугу с
градусной мерой β.

1. Докажите, что сечение
конуса плоскостью MAB —
равнобедренный треугольник.

2. Объясните, как построM
ить линейный угол двугранM
ного угла, образованного сеM
кущей плоскостью и плоскоM
стью основания конуса.

3. Найдите MC.

4. Составьте (и объясните)
план вычисления длины хорM
ды AB и площади сечения
MAB.

5. Покажите на рисунке, как можно провести перM
пендикуляр из точки O к плоскости сечения MAB
(обоснуйте построение).



2) Проведем OC � AB и соедиM
ним отрезком точки C и M. ТогM
да AB � CM (по теореме о тр х
перпендикулярах) и �MCO —
линейный угол двугранного угM
ла с ребром AB. По условию
�MCO = 45°.

3) Из 	MCO имеем
CO = MO = 10, MC = 10 �2�.
4) Из 	BOC получаем

BO = = .

5) SMAB = AB � MC =

= � � 10 �2� = .

Задача 566. Равнобедренный треугольник ABC, бокоM
вая сторона которого равна m, а угол при основании раM
вен ϕ, вращается вокруг основания. Найдите площадь поM
верхности тела, полученного при вращении треугольника.

Р е ш е н и е.
1) Тело, полученное при вращении равнобедренного

треугольника ABC вокруг основания AC, состоит из двух
конусов с общим основанием, диаметром которого слуM
жит отрезок BB1 (рис. 6.6). Искомая площадь S равна
удвоенной площади боковой поверхности конуса:

S = 2Sбок = 2π � OB � AB.
2) Из треугольника AOB имеем AB = m, OB = m sin ϕ.

Следовательно, S = 2πm sin ϕ � m = 2πm2 sin ϕ.
Задача 569. Радиусы оснований усеч нного конуса

равны R и r, где R > r, а образующая составляет с плосM
костью основания угол 45°. Найдите площадь осевого сеM
чения.

Р е ш е н и е.
1) На рисунке 6.7 изображено осевое сечение данноM

го усеч нного конуса — равнобедренная трапеция ABCD.
Пусть BK � AD, точки M и E — середины отрезков BC и

100 �6��
3

20 �3��
3

1
�
2

1
�
2

20 �3��
3

OC
�
cos 30°
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AD, т. е. точки M и E — центры оснований усеч нного
конуса. Тогда BM = r, AE = R, KE = BM = r, AK = R – r.

2) Из 	 ABK имеем BK = AK = R – r (так как острый
угол прямоугольного треугольника равен 45°, то катеты
BK и AK равны).

3) Sсеч = SABCD = � BK = � (R – r) =

= (R + r) (R – r) = R2 – r2.

§ 3. CФЕРА

Уроки № 29—32

Тема уроков: Сфера и шар. Уравнение сферы.
Взаимное расположение сферы и плоскости.

Касательная плоскость к сфере. Площадь сферы

Основные задачи уроков

Ввести понятия сферы, шара и их элементов (центр,
радиус, диаметр), вывести уравнение сферы в заданной
прямоугольной системе координат, рассмотреть возможM
ные случаи взаимного расположения сферы и плоскости,
теоремы о касательной плоскости к сфере, познакомить
учащихся с формулой площади сферы, научить их реM
шать задачи по данной теме.

Примерный план проведения уроков

1. На первом уроке целесообразно рассмотреть содерM
жание пп. 64, 65. Пункт 64 начинается с определения
сферы: сферой называется поверхность, состоящая из
всех точек пространства, расположенных на данном расM
стоянии от данной точки.

Шар определяется как тело, ограниченное сферой.
Можно дать более разв рнутое определение: шаром радиM
уса R с центром в точке O называется тело, которое соM
держит все точки пространства, расположенные от точM
ки O на расстоянии, не превышающем R (включая и точM
ку O), и не содержит других точек.

2. Полезно отметить, что сфера может быть получена
вращением полуокружности вокруг е  диаметра, а шар —
вращением полукруга вокруг его диаметра. Можно проM
вести аналогию между рассматриваемыми определенияM
ми сферы и шара и соответствующими определениями
окружности и круга.

3. Прежде чем вывести уравнение сферы (п. 65), неM
обходимо напомнить учащимся понятие уравнения поM

2r + 2R
�

2
BC + AD
��

2
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верхности в пространстве: уравнение с тремя переменныM
ми x, y, z называется уравнением данной поверхности F
в заданной прямоугольной системе координат Oxyz,
если этому уравнению удовлетворяют координаты люM
бой точки поверхности F и не удовлетворяют координаM
ты никакой точки, не лежащей на этой поверхности.

4. Вывод уравнения сферы учащиеся могут разобрать
сами по учебнику — обычно он не вызывает затруднеM
ний, так как основан на использовании известной им
формулы расстояния между двумя точками с заданными
координатами.

5. Задачи к § 3 позволяют выработать навыки решеM
ния различных типов задач: а) по заданному уравнению
сферы (x – x0)2 + (y – y0)2 + (z – z0)2 = R2 определить коордиM
наты е  центра и радиус; б) написать уравнение сферы,
если известны координаты е  центра и радиус; в) устаM
новить, лежит ли точка с заданными координатами на
данной сфере, и др.

6. На первом уроке наряду с рассмотрением теоретиM
ческого материала следует решить выборочно задачи 573а,
574а, 576а, 577а, 579а.

Для работы дома можно использовать задачи 573—579.
7. Второй урок нужно посвятить рассмотрению взаимM

ного расположения сферы и плоскости (п. 66).
Привед нное в учебнике изложение этого вопроса на

основе метода координат да т строгое обоснование возM
можности тр х случаев взаимного расположения сферы
и плоскости в зависимости от соотношения между радиM
усом сферы и расстоянием от е  центра до плоскости.

Разбирая это обоснование, следует обратить внимание
учащихся на то, как важен удобный выбор системы коM
ординат. В данном случае прямоугольная система коорM
динат Oxyz выбирается так, что центр сферы радиуса R
имеет координаты (0; 0; d), где d — расстояние от центM
ра сферы до данной плоскости α, а сама плоскость α совM
падает с координатной плоскостью Oxy. Поэтому сфера
имеет уравнение x2 + y2 + (z – d)2 = R2, а уравнение плоскоM
сти α имеет вид z = 0.

Таким образом, вопрос о взаимном расположении сфеM
ры и плоскости сводится к исследованию достаточно проM
стой алгебраической системы уравнений

� (1)

8. В учебнике предложено учащимся объяснить саM
мим, почему плоскость α, совпадающая с плоскостью
Oxy, имеет уравнение z = 0.

Если у учащихся возникнет затруднение с обосноваM
нием этого факта, то учителю следует прийти на помощь

x2 + y2 + (z – d)2 = R2

z = 0.
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и объяснить, что аппликата z любой точки плоскости
Oxy равна нулю, т. е. координаты любой точки плоскоM
сти Oxy удовлетворяют уравнению z = 0, а координаты
любой точки, не лежащей в плоскости Oxy, этому уравM
нению не удовлетворяют, так как аппликаты таких тоM
чек не равны нулю.

Тем самым в соответствии с понятием уравнения поM
верхности уравнение z = 0 является уравнением коордиM
натной плоскости Oxy.

Рисунки 160, а, б, в учебника наглядно иллюстрируM
ют результаты исследования системы (1).

9. С целью повторения материала предыдущего урока
и проверки его усвоения в начале второго урока целесоM
образно провести математический диктант.

Математический диктант № 6.2

1. Найдите координаты центра и радиус сферы, заM
данной уравнением

(x – 2)2 + (y + 3)2 + z2 = 25
((x + 3)2 + y2 + (z – 1)2 = 16).

2. Напишите уравнение сферы радиуса R с центром
в точке A, если A (2; 0; – 1), R = 7 (A (– 2; 1; 0), R = 6).

3. Проверьте, лежит ли точка A на сфере, заданной
уравнением

(x + 2)2 + (y – 1)2 + (z – 3)2 = 1, если A (– 2; 1; 4)
((x – 3)2 + (y + 1)2 + (z – 4)2 = 4, если A (5; – 1; 4)).

4. Докажите, что данное уравнение является уравнеM
нием сферы:

x2 + y2 + z2 + 2x – 2y = 2
(x2 + y2 + z2 – 2x + 2z = 7).

5. Вопрос 7 к главе VI (вопрос 8 к главе VI).

10. На этом же уроке наряду с теоретическим матеM
риалом полезно решить выборочно задачи 580, 582, 584,
586а.

Для работы дома можно использовать задачи 581,
583, 585, 586, 587. На третьем уроке нужно рассмотреть
содержание п. 67 «Касательная плоскость к сфере».

11. Целесообразно начать урок с повторения различM
ных случаев взаимного расположения сферы и плоскоM
сти, выделив тот случай, когда сфера и плоскость имеM
ют только одну общую точку. Тем самым учащиеся подM
водятся к определению касательной плоскости к сфере.
Далее нужно рассмотреть две теоремы — свойство и приM
знак касательной плоскости — в соответствии с текстом 
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6.4

Вершины треугольника ABC
лежат на сфере, радиус которой
равен 13. Найдите расстояние
от центра сферы до плоскости
треугольника, если AB = 6, BC =
= 8, AC = 10.

С х е м а  р е ш е н и я.
1. 102 = 62 + 82, � ABC = 90°.
2. OK � α, K — центр круга,

AK = KC = 5.
3. OK = �1�3�2�–�5�2�= 12.
Приведите полное обоснование решения.

6.5

Через точку M сферы радиуса R проведены две
плоскости, одна из которых является касательной
к сфере, а другая наклонена под углом ϕ к касательM
ной плоскости.

1. Объясните, как построить линейный угол двуM
гранного угла, образованного данными плоскостями.

2. Докажите, что перпендикуляр, провед нный из
центра шара к секущей плоскости, проходит через
центр сечения.

3. Найдите радиус сечения шара второй плоскоM
стью.

4. Найдите площадь сечения.



учебника. Полезно провести аналогию между рассматриM
ваемыми теоремами и теоремами о касательной к окружM
ности из курса планиметрии.

Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 590—592; вопрос 9 к главе VI.

12. Для второго и третьего уроков полезны слайды
6.4, 6.5. С их помощью можно вести фронтальную рабоM
ту по обсуждению подходов к решению задач по теме
урока.

13. На последнем, четв ртом уроке рассматривается
формула площади сферы (п. 68). Обоснование этой форM
мулы будет дано позднее, после вывода формулы объ ма
шара в последней главе курса геометрии.

На уроке целесообразно решить задачи 593, 595, 598,
599.

Для работы дома — задачи 594, 596, 597, 600.
Наряду с основными задачами к § 3 на уроках по теM

ме этого параграфа можно использовать дополнительные
задачи 619—628.

Уроки № 33—36

Тема уроков: Разные задачи на многогранники,
цилиндр, конус и шар. Сечения цилиндрической

и конической поверхностей

Под таким названием в учебнике фигурируют задачи
629—646. В них рассматриваются различные комбинаM
ции тел: многогранники (призмы и пирамиды), вписанM
ные в сферу и описанные около сферы; призмы, вписанM
ные в цилиндр, и пирамиды, вписанные в конус; конус,
вписанный в сферу, и сфера, вписанная в конус; сфера,
вписанная в цилиндр, и цилиндр, вписанный в сферу.
При решении той или иной задачи прежде всего нужно
добиться того, чтобы учащиеся хорошо представляли
взаимное расположение указанных в условии тел. Иначе
говоря, учащиеся должны понимать, что если сфера впиM
сана в многогранник, то она касается всех его граней;
если конус вписан в сферу, то вершина конуса лежит на
сфере, а основание конуса является сечением сферы, и т. д.
Привед м решения некоторых задач из этого цикла.

Задача 638 а). Докажите, что около любого тетраэдM
ра можно описать сферу.

Р е ш е н и е.
1) Если сфера описана около многогранника, то все

его вершины лежат на сфере, т. е. все вершины вписанM
ного многогранника равноудалены от центра описанной 
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сферы. Поэтому нам нужно доM
казать, что для любого тетраэдM
ра ABCD существует такая точM
ка O, что все четыре вершины
A, B, C, D равноудалены от
этой точки.

2) Возьм м сначала три верM
шины, например A, B и C, и
найд м множество всех точек
пространства, равноудал нных
от этих тр х точек. Таким мноM
жеством является прямая a,
проходящая через центр M
окружности, описанной около
треугольника ABC, и перпендикулярная к плоскости этоM
го треугольника (рис. 6.8).

3) Оста тся найти на прямой a такую точку, которая
удалена от четв ртой вершины D на такое же расстояM
ние, как и от вершин A, B, C.

Чтобы найти такую точку, рассмотрим множество
всех точек пространства, равноудал нных от точек D и A.
Таким множеством является плоскость α, проходящая
через середину отрезка AD перпендикулярно к нему
(см. рис. 6.8). Плоскость α и прямая a пересекаются в
некоторой точке O, которая и будет центром сферы, опиM
санной около тетраэдра ABCD.

З а м е ч а н и е. Чтобы доказательство было полным,
нужно ещ  доказать, что плоскость α и прямая a дейстM
вительно пересекаются. Это следует из того, что плосM
кость α не перпендикулярна к плоскости треугольника
ABC, поэтому она пересекается с прямой a, перпендикуM
лярной к плоскости ABC.

Задача 640. В правильной треугольной пирамиде стоM
рона основания равна a, а боковое ребро равно 2a. НайM
дите радиусы вписанной и описанной сфер.

Р е ш е н и е (краткий вариант, некоторые детали опуM
щены).

1) Обратимся к рисунку 6.9, а, на котором ABCD —
данная пирамида, O — центр вписанной в пирамиду сфеM
ры, AK — высота пирамиды, K — точка касания вписанM
ной сферы с гранью BCD, M — точка касания сферы с
гранью ACD, точка M лежит на апофеме AE, OM � AE.
Радиус вписанной сферы обозначим буквой r. Тогда
OK = OM = r.

2) KE = BE = � = .

3) AE = �A�C�2�–�C�E�2� = �4�a�2�–�� = .a �1�5��
2

a2
�
4

a �3��
6

a �3��
2

1
�
3

1
�
3
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4) AK = �A�E�2�–�K�E�2�= a ��.

5) Из подобия треугольников AOM и AKE следует

= , или Отсюда r = a.

6) Чтобы найти радиус R описанной сферы, обратим-
ся к рисунку 6.9, б, на котором N — центр описанной
сферы: NA = ND = R.

7) KD = KB = BE = � = .

8) Из 	NKD имеем NK = �N�D�2�–�K�D�2�= �R�2�–��.

9) Из 	 AKD получаем AK2 + KD2 = AD2, или

�R + �R�2�–���
2

+ = 4a2.

Решая это уравнение, получаем R = .

В классах с углубл нным изучением математики на
этих уроках можно рассмотреть также вопросы о взаим-
ном расположении сферы и прямой (п. 69* учебника) и
о сечениях цилиндрической и конической поверхностей
(пп. 72* и 73* учебника, к этой же теме относятся пп. 70*
и 71*). При рассмотрении сечений цилиндрической и ко-
нической поверхностей используются свойства эллипса,
гиперболы и параболы, которые описаны в пп. 97—99
главы VIII* «Некоторые сведения из планиметрии». По-
этому перед изучением пп. 72 и 73 следует ознакомить-
ся с содержанием пп. 97—99.

2a �3�3��
11

a2
�
3

a2
�
3

a2
�
3

a �3��
3

a �3��
2
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�
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При наличии времени учитель может рассказать реM
шения двух красивых задач 814 и 815 о прямой Эйлера
и сфере Эйлера для тетраэдра. При решении этих задач
используется задача о прямой и окружности Эйлера для
треугольника, которая разобрана в п. 94 главы VIII*,
а также центральное подобие, введенное в п. 58*. ПриM
вед м решения этих задач.

Задача 814. Все высоты тетраэдра пересекаются в
точке H. Докажите, что точка H, центр O описанной
сферы и точка G пересечения отрезков, соединяющих
вершины с точками пересечения медиан противоположM
ных граней тетраэдра, лежат на одной прямой (прямая
Эйлера), прич м точки O и H симметричны относительM
но точки G.

Р е ш е н и е. На рисунке 6.10 изображены вершина A1
тетраэдра A1A2A3A4 и плоскость α, в которой лежат верM
шины A2, A3, A4 (чтобы не загромождать рисунок, сами
эти вершины не изображены).

Отрезок A1H1 — высота тетраэдра, т. е. A1H1 � α. ТочM
ка H пересечения высот тетраэдра (она называется его
ортоцентром) может лежать не на высоте A1H1, как на
рисунке 6.10, а на е  продолжении (этот случай рассматM
ривается аналогично).

Воспользуемся тем, что если все высоты тетраэдра
пересекаются в одной точке, то точка H1 является орM
тоцентром треугольника A2A3A4, т. е. в этой точке пересеM
каются высоты этого треугольника (или их продолM
жения). Это утверждение учащиеся могут доказать саM
мостоятельно, при этом полезно совместить проведение
доказательства с решением задач 769 и 792.

Точка G1 — точка пересечения медиан треугольниM
ка A2A3A4. Е  называют также центром масс этого треM
угольника, а отрезок A1G1 называют медианой тетраэд�
ра. Точка G пересечения медиан тетраэдра (центр масс
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тетраэдра) лежит на отрезке
A1G1 и делит его в отношении
A1G : GG1 = 3 : 1 (этот факт учаM
щиеся также могут обосновать
самостоятельно). Точка O1 —
центр окружности, описанной
около треугольника A2A3A4, поM
этому OO1 � α.

Рассмотрим теперь вершину
A2 тетраэдра и соответствующие
ей точки O2, G2, H2, аналогичM
ные точкам O1, G1, H1. Как и при рассмотрении точек
A1, O1, G1, H1, приходим к выводу, что точки O, G и H
лежат в плоскости A2G2H2. Поэтому точки O, G и H леM
жат на прямой, по которой пересекаются плоскости
A1G1H1 и A2G2H2, и, таким образом, эти точки лежат на
одной прямой.

Обратимся теперь к рисунку 6.11, на котором GK � O1H1.
Пусть O1G1 = 2x, тогда согласно задаче Эйлера, G1H1 = 4x,

а так как = = , то G1K = x, KH1 = 3. СледовательM

но, O1K = O1G1 + G1K = 2x + x = 3x = KH1.
Из равенства O1K = KH1 по теореме Фалеса следует,

что OG = GH, т. е. точки O и H симметричны относительM
но точки G.

Задача 815. Дан тетраэдр, все высоты которого переM
секаются в одной точке. Докажите, что точки пересечеM
ния медиан всех граней, основания высот тетраэдра и
точки, которые делят каждый из отрезков, соединяющих
точку пересечения высот с вершинами в отношении 2 : 1,
считая от вершины, лежат на одной сфере, центр котоM
рой лежит на прямой Эйлера (сфера Эйлера).

Р е ш е н и е. Обратимся к рисунку 6.12, на котором A1 —
вершина тетраэдра A1A2A3A4, точки O1, G1, H1, O, G, H —
те же самые, что и в задаче 814, M1 — точка на отрезM
ке A1H, такая, что A1M1 : M1H = 2 : 1. Требуется доказать,
что точки G1, H1, M1 и аналогичные им тройки точек,
соответствующие вершинам A2, A3, A4, лежат на одной
сфере, центр которой лежит на прямой OH.

Будем использовать следующее свойство центральноM
го подобия: при центральном подобии с центром A и коM

1
�
3

G1G
�
GA1

G1K
�
KH1
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Согласно задаче Эйлера (п. 94)
точки O1, G1 и H1 лежат на од-
ной прямой (прямая Эйлера
треугольника A2A3A4), причём
O1G1 : G1H1 = 1 : 2. Следовательно,
точки O, G и H лежат в
плоскости A1G1H1



эффициентом k сфера радиуса R
с центром в точке C переходит
в сферу радиуса � k � � R, центром
которой является та точка C�, в
которую переходит точка C. ДоM
казательство этого утверждения
учащиеся могут провести самоM
стоятельно.

Рассмотрим центральное поM
добие с центром G и коэффициM

ентом – . Так как GG1 = GA1, 

то при этом центральном подоM
бии вершина A1 переходит
в точку G1, а вершины A2, A3, A4
тетраэдра переходят в соответстM
вующие точки G2, G3, G4 (центM
ры масс соответствующих граM
ней тетраэдра). Точка O (центр описанной сферы тетраM
эдра) переходит в точку O�, лежащую на прямой OG по
другую сторону от точки G, нежели точка O, прич м
O�G = OG (см. рис. 6.12).

Следовательно, описанная сфера тетраэдра (обозначим
е  радиус буквой R), на которой лежат вершины A1, A2,
A3, A4, переходит в сферу радиуса с центром в точке O�
и на ней лежат точки G1, G2, G3, G4. Покажем, что точM
ки H1 и M1 также лежат на этой сфере.

Так как OG = GH (см. задачу 814) и O �G = OG, то

O �H = OH. Отсюда следует, что NH1 = O1H1, а так как

OG1 = O1H1, то G1N = O1H1 – (O1G1 + NH1) = O1H1 = NH1.

Из равенства G1N = NH1 следует, что прямоугольные
треугольники G1NO � и H1NO � равны (по двум катетам), и

поэтому O �H1 = O �G1 = , т. е. точка H1 лежит на сфере

радиуса с центром O �.
Наконец, рассмотрим центральное подобие с центром H

и коэффициентом . Так как O �H = OH и M1H = A1H, 

то при этом центральном подобии точка O (центр опиM
санной сферы) переходит в точку O � и, значит, описанM
ная сфера переходит снова в сферу радиуса с центром O�,
а точка A1, лежащая на описанной сфере, переходит в
точку M1. Следовательно, точка M1 лежит на сфере раM

диуса с центром O �.R
�
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Точно так же доказывается, что на этой сфере лежат
точки Hi и Mi (i = 2, 3, 4), соответствующие вершине Ai
и аналогичные точкам H1 и M1.

Другие теоремы и формулы, включенные в главу
VIII* «Некоторые сведения из планиметрии», могут быть
изучены по мере надобности при рассмотрении тех или
иных вопросов стереометрии. Так, пп. 85—89, в которых
рассматриваются углы и отрезки, связанные с окружноM
стью, а также вписанный и описанный четыр хугольниM
ки, целесообразно рассмотреть в теме «Сфера и шар»,
а пп. 90—93, относящиеся к треугольнику,— в теме
«Многогранники».

Урок № 37

Контрольная работа № 6.1

Вариант 1

1. Осевое сечение цилиндра — квадрат, площадь осM
нования цилиндра равна 16π см2. Найдите площадь полM
ной поверхности цилиндра.

2. Высота конуса равна 6 см, угол при вершине осеM
вого сечения равен 120°. Найдите: а) площадь сечения
конуса плоскостью, проходящей через две образующие,
угол между которыми равен 30°; б) площадь боковой поM
верхности конуса.

3. Диаметр шара равен 2m. Через конец диаметра
проведена плоскость под углом 45° к нему. Найдите длиM
ну линии пересечения сферы этой плоскостью.

Вариант 2

1. Осевое сечение цилиндра — квадрат с диагональю,
равной 4 см. Найдите площадь полной поверхности.

2. Радиус основания конуса равен 6 см, а образующая
наклонена к плоскости основания под углом 30°. НайдиM
те: а) площадь сечения конуса плоскостью, проходящей
через две образующие, угол между которыми равен 60°;
б) площадь боковой поверхности конуса.

3. Диаметр шара равен 4m. Через конец диаметра
проведена плоскость под углом 30° к нему. Найдите плоM
щадь сечения шара этой плоскостью.

Ответы:
Вариант 1. 1. 96π см2. 2. а) 36 см2; б) 72π �3� см2.

3. πm �2�.
Вариант 2. 1. 12π см2. 2. а) 12 �3� см2; б) 24π �3� cм2.

3. 3πm2.
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Урок № 38

Зач т № 6. Цилиндр, конус и шар

Карточка 1

1. Объясните, какое тело называется цилиндром. ВыM
ведите формулу площади полной поверхности цилиндра.

2. Высота конуса равна 6 см, а образующая наклонеM
на к плоскости основания под углом 30°. Найдите плоM
щадь сечения конуса плоскостью, проходящей через две
образующие, угол между которыми равен 60°.

3. Радиус шара равен R. Найдите площадь поверхноM
сти вписанного в шар куба.

Карточка 2

1. Объясните, какое тело называется конусом. ВывеM
дите формулу площади полной поверхности конуса.

2. Радиус шара равен 8 см. Через конец радиуса, леM
жащего на сфере, проведена плоскость под углом 45° к
радиусу. Найдите площадь сечения шара этой плоскоM
стью.

3. Куб с ребром a вписан в цилиндр. Найдите плоM
щадь осевого сечения цилиндра.

Карточка 3

1. Объясните, какое тело называется усеч нным коM
нусом. Выведите формулу площади полной поверхности
усеч нного конуса.

2. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной оси,
отсекает от окружности основания дугу в 90°. Найдите
площадь сечения, если высота цилиндра равна 6 см, а
расстояние между осью цилиндра и секущей плоскостью
равно 3 см.

3. Около шара радиуса R описан правильный тетраM
эдр. Найдите площадь поверхности тетраэдра.

Карточка 4

1. Объясните, какая поверхность называется сферой
и какое тело называется шаром. Выведите уравнение
сферы в заданной прямоугольной системе координат.

2. Радиус кругового сектора равен 6 см, а его угол раM
вен 120°. Сектор св рнут в коническую поверхность.
Найдите площадь полной поверхности конуса.

3. Осевое сечение конуса — равносторонний треугольM
ник. В конус вписана треугольная пирамида, основаниM
ем которой служит прямоугольный треугольник с катеM
тами 12 см и 16 см. Найдите высоту пирамиды.
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Карточка 5

1. Перечислите возможные случаи взаимного распоM
ложения сферы и плоскости. Докажите, что сечение сфеM
ры плоскостью есть окружность.

2. Осевое сечение цилиндра — квадрат, диагональ коM
торого равна 12 см. Найдите площадь боковой поверхноM
сти цилиндра.

3. В сферу вписан конус, образующая которого равна l,
а угол при вершине осевого сечения равен 60°. Найдите
площадь сферы.

Карточка 6

1. Сформулируйте определение касательной плоскоM
сти к сфере. Докажите теоремы о касательной плоскости
(свойство и признак касательной плоскости).

2. Площадь сечения шара плоскостью, проходящей
через его центр, равна 16π см2. Найдите площадь сферы.

3. Диагональ правильной четыр хугольной призмы
равна 4 см и наклонена к плоскости основания под угM
лом 45°. Найдите площадь боковой поверхности цилиндM
ра, вписанного в эту призму.

Дополнительные вопросы к зач ту

1. Расскажите о возможных случаях взаимного расM
положения сферы и прямой.

2. Расскажите о разных видах сечений цилиндричесM
кой и конической поверхностей (эллипс, парабола, гиM
пербола).



Глава VII

ОБЪ МЫ ТЕЛ

§ 1. ОБЪ М ПРЯМОУГОЛЬНОГО

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА

Уроки № 39—41

Тема уроков: Понятие объ ма.
Объ м прямоугольного параллелепипеда

Основные задачи уроков

Ввести понятие объ ма тела, рассмотреть свойства
объ мов, теорему об объ ме прямоугольного параллелеM
пипеда и следствие об объ ме прямой призмы, основаниM
ем которой является прямоугольный треугольник.

Примерный план проведения уроков

На первом уроке при введении понятия объ ма тела неM
обходимо акцентировать внимание учащихся на следующем:

1. Предполагается, что каждое из рассматриваемых
тел имеет объ м, который можно измерить с помощью
выбранной единицы измерения. За единицу измерения
объ мов принимается куб, ребро которого равно единице
измерения отрезков. Единицами измерения могут быть
кубический сантиметр, кубический метр и т. д.

2. Процедура измерения объ мов аналогична процедуM
ре измерения площадей. Число единиц измерения (едиM
ничных кубов) и частей единицы, содержащихся в данM
ном теле, принимается за числовое значение объ ма при
выбранной единице измерения. Это число может быть
как рациональным (в частности, целым), так и иррациоM
нальным.

3. Вывод формул для вычисления объ мов тел опираM
ется на два основных свойства объ мов.

Свойство 10: равные тела имеют равные объ мы.
Понятие равных тел определяется на основе понятия

наложения. Следует рассмотреть примеры равных тел,
используя рисунок 174, а, б учебника. Доказательство
равенства двух тел в каждом из рассмотренных примеM
ров можно провести на основе аксиом наложения и раM
венства фигур. Образец такого доказательства дан в ПриM
ложении 2 в конце учебника и адресован учащимся,
проявляющим повышенный интерес к математике.
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Свойство 20: если тело составлено из нескольких тел,
то его объ м равен сумме объ мов этих тел (рис. 175).

4. Из основных свойств 10 и 20 выводится важное для

дальнейшего следствие: объ м куба с ребром равен 

(n — любое целое положительное число).
5. В п. 75 доказана теорема об объ ме прямоугольноM

го параллелепипеда. Доказательство не является обязаM
тельным для изучения на уроке. Оно может быть рассмотM
рено во внеурочное время с учащимися, особо интересуюM
щимися математикой.

6. Следует обратить внимание учащихся на то, что форM
мула объ ма прямоугольного параллелепипеда V = a � b � c
иначе записывается так: V = S � h, где S — площадь осноM
вания, h — высота параллелепипеда (см. следствие 1).
Такая форма записи более соответствует последующим
формулам для вычисления объ мов тел.

На первом уроке целесообразно рассмотреть содержаM
ние пп. 74, 75, включая следствие 1, и решить задаM
чи 647, 648а, б, 649а. Для работы дома — задачи
648в, г, 649б, в; вопрос 1 к главе VII.

На втором уроке нужно рассмотреть следствие 2,
в котором доказана формула объ ма прямой призмы, осM
нованием которой служит прямоугольный треугольник
ABC: V = SABC � h, где h — высота призмы, и решить задаM
чи 650, 654, 658.

Для работы дома — задачи 651, 652, 653.
Третий урок следует посвятить повторению вопросов

теории и решению задач. На уроке можно решить задаM
чи 655, 657а. Для проверки домашней работы и обсужM
дения подходов к решению задач целесообразно испольM
зовать слайд 7.1.

Для работы дома — задачи 656, 657б.
Самостоятельная работа контролирующего характера

проводится в конце третьего урока.

Самостоятельная работа № 7.1

Вариант 1

1. Измерения прямоугольного параллелепипеда равM
ны 2,5 см, 5 см и 5 см. Найдите ребро куба, объ м коM
торого в два раза больше объ ма данного параллелепипеда.

2. Найдите объ м прямой призмы ABCA1B1C1, если
� ACB = 90°, �BAC = 30°, AB = a, CB = BB1.

Вариант 2

1. Измерения прямоугольного параллелепипеда равM
ны 2 см, 6 см и 6 см. Найдите ребро куба, объ м котоM
рого в три раза больше объ ма данного параллелепипеда.

1
�
n3

1
�
n
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2. Найдите объ м прямой призмы ABCA1B1C1, в котоM
рой � ACB = 90°, AB = BB1 = a, AC = CB.

Ответы:

Вариант 1. 1. 5 см. 2. .

Вариант 2. 1. 6 cм. 2. .

§ 2. ОБЪ МЫ ПРЯМОЙ ПРИЗМЫ И ЦИЛИНДРА

Уроки № 42—43

Тема уроков:
Объ мы прямой призмы и цилиндра

Основные задачи уроков

Изучить теоремы об объ мах прямой призмы и циM
линдра, выработать навыки решения задач с использоваM
нием формул объ мов этих тел.

Примерный план проведения уроков

1. При изучении теорем данного параграфа следует
иметь в виду, что в следующих параграфах при выводе
формул объ мов тел используется определ нный интегM

a3
�
4

a3 �3��
16
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7.1

Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна a и
составляет угол 30° с плоскостью боковой грани и угол
45° с плоскостью основания.

1. Объясните, как построM
ить угол между диагональю
параллелепипеда и плоскосM
тью боковой грани.

2. Объясните, как построM
ить угол между диагональю
параллелепипеда и плоскосM
тью основания.

3. Найдите длины отрезM
ков AB, AD1, DD1.

4. Составьте план вычисM
ления длины отрезка AD и
объ ма параллелепипеда.



рал. В свою очередь, формула для вычисления объ мов
тел с помощью интеграла получается на основе формул
объ мов прямой призмы и цилиндра, поэтому теоремы § 2
об объ мах прямой призмы и цилиндра имеют не тольM
ко самостоятельный интерес, но и важное значение для
вывода формул объ мов других тел, рассматриваемых в
данной главе.

2. При доказательстве теоремы об объеме прямой
призмы вначале рассматривается случай, когда основаM
нием призмы служит произвольный треугольник ABC.
Плоскость, проходящая через боковое ребро B1B и высоM
ту BD треугольника ABC, разделяет данную призму на
две призмы, основаниями которых являются прямоM
угольные треугольники. Это позволяет использовать следM
ствие 2 из предыдущего параграфа, в котором выведена
формула для вычисления объема прямой призмы, осноM
ванием которой является прямоугольный треугольник.

3. При выводе формулы объема произвольной прямой
призмы используется черт ж пятиугольной призмы, разM
битой на три треугольные призмы (см. рис. 179 учебника).
Полезно отметить, что указанным способом nMугольная
призма, основанием которой является выпуклый nMугольM
ник, разбивается на n – 2 треугольные призмы. Вторая
часть доказательства теоремы для такой призмы может
быть записана кратко следующим образом:

V = S1h + S2h + S3h + ... + Sn–2h =
= (S1 + S2 + S3 + ... + Sn–2) h = Sh.

4. Перед доказательством теоремы об объеме цилиндM
ра необходимо ввести понятия призмы, вписанной в циM
линдр, и призмы, описанной около цилиндра.

5. Доказательство теоремы об объеме цилиндра, по
существу, несложное, однако при изучении его по тексM
ту учебника может вызвать некоторую трудность больM
шое количество различных обозначений. Для е  преодоM
ления рекомендуется выписать привед нные в учебнике
обозначения следующим образом:

Обозначения для данного цилиндра: P — данный циM
линдр, r — его радиус, S = πr2 — площадь основания, h —
высота, V — объ м.

Обозначения для вписанной в цилиндр призмы: Fn —
вписанная правильная nMугольная призма, Sn — площадь
е  основания, h — высота (такая же, как у данного циM
линдра).

Обозначения для цилиндра, вписанного в призму Fn:
Pn — вписанный цилиндр, rn — его радиус, h — высота
(такая же, как у данного цилиндра P и призмы Fn), Vn —
объ м.
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6. Далее необходимо разъяснить важные неравенства,
основанные на свойствах объ мов: Vn < Snh < V.

Отсюда получаем: если n � �, то rn = r � cos �

� r cos 0° = r, и поэтому lim
n � �

Vn = V.

Следовательно, и lim
n � �

Snh = V, а так как lim
n � �

Sn = πr2,
то V = πr2h = Sh.

На первом уроке следует рассмотреть теорему об объ
ме прямой призмы. Для работы на уроке можно испольM

зовать задачи 659б, 660, 662, а также слайд 7.2.

Для работы дома — задачи 659а, 661, 663в, г, 664,
665.

На втором уроке нужно рассмотреть теорему об объ
ме цилиндра и решить задачи 666а, в, 667, 669. МожM

но использовать слайд 7.3.
Для работы дома — задачи 666б, 668, 671, 672.
Для подведения итогов уроков можно провести матеM

матический диктант.

180°

�
n
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Объ м прямой призмы 7.2

В правильной треугольной
призме ABCA1B1C1 через стоM
рону BC основания и середиM
ну M бокового ребра AA1 проM
ведено сечение, составляюM
щее угол 45° с плоскостью
основания. Найдите объ м
призмы, если сторона е  осM
нования равна 10 см.

Р е ш е н и е.
1) Из 	ABD

AD = 10 � cos 30° = 5 �3�.
2) �MDA = 45° (объясните

почему).
3) В 	MAD

AM = AD = 5 �3�.
4) AA1 = 2AM = 10 �3�.

5) V = SABC � AA1 = � 10 �3� = 750.102 �3��
4

45°



Математический диктант № 7.1

1. Сформулируйте определение призмы, вписанной в
цилиндр (описанной около цилиндра).

2. Запишите формулу объ ма прямой призмы (циM
линдра).

3. В цилиндр вписана правильная треугольная призM
ма, каждое ребро которой равно a. (В цилиндр вписан
куб с ребром a.) Выполните рисунок к задаче. Найдите:

а) радиус цилиндра;
б) площадь боковой поверхности призмы (поверхноM

сти куба);
в) объ м призмы (куба);
г) объ м цилиндра.

Задача 662. Основанием прямой призмы является паM
раллелограмм. Через сторону основания, равную a, и
противоположную ей сторону другого основания проведеM
но сечение, составляющее угол β с плоскостью основаM
ния. Площадь сечения равна Q. Найдите объ м призмы.
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Объ мы прямой призмы и цилиндра 7.3

Д а н о: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шестиM
угольная призма, точка O — центр е  основания,
BE1 = 8, �E1BE = 60°.

Н а й д и т е:
а) объ м призмы;
б) объ м описанного около призмы цилиндра;
в) объ м вписанного в призму цилиндра.
Р е ш е н и е.
EE1 = 4 �3�, BE = 4, OB = 2, OK = �3�.

Sосн. призмы = 6 �3�, Vпризмы = 72,
Vцил. оп = 16π �3�, Vцил. вп = 12π �3�.

Выполнив необходимые вычисления, проверьте праM
вильность привед нных ответов.



Р е ш е н и е.
1) Сечение ABC1D1 — параллелограмм, так как проM

тивоположные стороны AB и D1C1 равны и параллельны
(рис. 7.1). Провед м DK � AB, тогда AB � D1K по теореM
ме о тр х перпендикулярах. Угол D1KD — линейный
угол двугранного угла, образованного плоскостями сечеM
ния и основания призмы, поэтому �D1KD = β,

KD = KD1 cos β.
2) SABCD = AB � KD = AB � KD1 � сos β = Q cos β. Так как AB = a,

то KD = .

3) Из 	D1DK имеем DD1 = KD � tg β = .

4) V = SABCD � DD1 = .

Задача 671 д). В цилиндр вписана правильная nMугольM
ная призма. Найдите отношение объ мов призмы и циM
линдра.

Р е ш е н и е.
1) На рисунке 7.2 изображены три боковые грани

правильной nMугольной призмы, вписанной в цилиндр.
Введ м обозначения: CC1 = h, OB = r, P — периметр, S —
площадь основания призмы.

2) В 	OKB имеем �BOK = , OK = r � cos , 

BK = r � sin , поэтому BC = 2r � sin .

3) P = n � 2r � sin , S = P � OK = n � r2 � sin .

4) = = � sin .360°

�
n

n
�
2π

�
1
2

� nr2h � sin �
36

n
0°

�

���
πr2h

Vпризмы
���
Vцилиндра

360°

�
n

1
�
2

1
�
2

180°

�
n

180°

�
n

180°

�
n

180°

�
n

180°

�
n

Q2 sin 2β

��
2a

Q sin β

�
a

Q cos β

�
a
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§ 3. ОБЪ МЫ НАКЛОННОЙ ПРИЗМЫ, ПИРАМИДЫ

И КОНУСА

Уроки № 44—45

Тема уроков: Вычисление объ мов тел с помощью
определ нного интеграла. Объ м наклонной призмы

Основные задачи уроков

Разъяснить учащимся возможность и целесообразM
ность применения определ нного интеграла для вычислеM
ния объ мов тел, вывести формулу объ ма наклонной
призмы с помощью интеграла, показать применение поM
лученных формул при решении задач.

Примерный план проведения уроков

Материал п. 78 адресован в первую очередь учащимM
ся, проявляющим повышенный интерес к математике.
Менее подготовленным школьникам достаточно знать
итоговую формулу для вычисления объ мов тел с помоM
щью интеграла.

При рассказе на уроке о содержании п. 78 важно обM
ратить внимание учащихся на следующие моменты:

1. Тело, объ м которого нужно вычислить, заключено
между двумя параллельными плоскостями α и β. При
этом ось Ox выбирается перпендикулярной к этим плосM
костям. Абсциссы точек пересечения оси Ox с плоскостяM
ми α и β равны a и b, a < b (см. рис. 183 учебника).

2. Сечение тела плоскостью, проходящей через точку
с абсциссой x перпендикулярно к оси Ox, является либо
кругом, либо многоугольником, площадь которого S (x).

3. Числовой отрезок [a; b] разбивается на n равных
отрезков точками a = x0, x1, x2, ..., xn = b и через точки
с абсциссами xi проводятся плоскости, перпендикулярM
ные к оси Ox (рис. 184 учебника). Эти плоскости раздеM
ляют данное тело на n сло в, высота (толщина) каждого

из которых равна 	 x = .

4. Объ м одного слоя равен приближ нно объ му циM
линдра (или призмы), площадь основания которого равM
на S (xi), а высота равна 	 x. Объ м V данного тела равен
сумме объ мов всех сло в, т. е. приближ нно равен сумM
ме величин S (xi) 	 x:

V � Vn = S (x1) 	 x + S (x2) 	 x + ... + S (xn) 	 x = �
n

i = 1

S (xi) 	 x.

b – a
�

n
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5. Без доказательства принимаем, что lim
n � �

Vn = V, где

V — объ м тела. Но lim
n � �

Vn = �
b

a
S (x) dx, поэтому

V = �
b

a
S (x) dx.

На первом уроке нужно рассмотреть теоретический
материал, включая доказательство теоремы об объ ме
наклонной призмы, и решить задачи 676, 677. При объM
яснении теоретического материала полезно использовать
слайд 7.4.

Слайд 7.4 есть краткий конспект доказательства форM
мулы для вычисления объ мов тел с помощью опредеM
л нного интеграла. Несущественное отличие формулы
для Vn на слайде от аналогичной формулы в учебнике
обусловлено тем, что нумерация сло в на слайде вед тся
от 0 до n – 1, а в учебнике — от 1 до n.

Для работы дома — задачи 678, 679.
Второй урок следует посвятить повторению вопросов

теории и решению задач 674, 680, 682. При этом можно
использовать слайды 7.5—7.7.

Слайды 7.5 и 7.6 не связаны непосредственно с выM
числением объ мов тел. Вместе с тем представленные на
них геометрические утверждения имеют важное значеM
ние для решения многих задач данной главы. Кроме тоM
го, они интересны и сами по себе. Например, красивая
формула cos ϕ = cos α � сos β получена на слайде 7.5.

Для работы дома — задачи 675, 681, 683.
Отметим, что задачи 682 и 683 связаны с другим споM

собом вычисления объ ма наклонной призмы, о котором
говорится в замечании в конце п. 79.

Задача 674. Фигура, заштриM
хованная на рисунке 190 учебM
ника, вращается вокруг оси Ox.
Найдите объ м полученного
тела.

Р е ш е н и е. Полученное тело
вращения изображено на рисунM
ке 7.3. Объ м V вычисляется по 
формуле

V = �
1

0

S (x) dx, где S (x) = πy2 (x),

причем y (x) = �x�, т. е. S (x) = πx.

Поэтому V = �
1

0

πx dx = x2

1

0

= .π

�
2

π

�
2
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Рис. 7.3
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Вычисление объ мов тел
с помощью определ нного интеграла 7.4

S (x) — площадь сечения тела плоскостью, перпенM
дикулярной к оси абсцисс и пересекающей е  в точке x.

Функция S (x) непрерывна на [a; b].

x1 – x0 = x2 – x1 = ... = xn – xn–1 = 	 x;

V � Vn = S (x0) 	 x + S (x1) 	 x + ... + S (xn–1) 	 x,

Vn = �
n – 1

i = 0

S (xi) 	 x ;

V = lim
n � �

Vn, V = �
b

a
S (x) dx.
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7.5

Д а н о: MA — наклонная к плоскости γ, MO � γ, AE —
луч на плоскости γ, образующий острый угол β с проM
екцией наклонной AM, �MAO = α, �BAO = β, �MAB = ϕ.

Д о к а ж и т е: cos ϕ = cos α � cos β.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Пусть OB � AE, тогда AB � MB, cos ϕ = = � =

= cos β� сos α.

AO
�
AM

AB
�
AO

AB
�
AM

7.6

Д а н о: луч AM образует равные острые углы с лучаM
ми AE и AF.

Д о к а ж и т е: проекцией луча AM на плоскость EAF
является биссектриса AO угла EAF.

Р е ш е н и е. Способ 1. MO � EAF, OB � AE, OC � AF;
	 ABM = 	 ACM; AB = AC; 	 ABO = 	 ACO, �BAO = �CAO,
луч AO — биссектриса угла EAF.

Способ 2. cos ϕ = cos α � cos β1
cos ϕ = cos α � cos β2

cos β1= cos β2 β1= β2.

Дополните привед нные решения необходимыми
обоснованиями.

β2



Задача 680. Основанием наклонного параллелепипеда
является прямоугольник со сторонами a и b. Боковое ребM
ро длины c составляет со смежными сторонами основаM
ния углы, равные ϕ. Найдите объ м параллелепипеда.

Р е ш е н и е. Способ 1.
1) Пусть ребро AA1 образует острые углы, равные ϕ,

со сторонами AB и AD (рис. 7.4). Тогда проекцией ребM
ра AA1 на плоскость основания ABCD является отрезок
AO биссектрисы угла DAB (см. слайд 7.6).

2) Провед м OE � AB. ТогM
да AB � A1E по теореме о тр х
перпендикулярах.

3) Из 	 AA1E получаем 
AE = c � cos ϕ, A1E = c � sin ϕ.

4) Из 	 AEO имеем
EO = AE = c � cos ϕ,

так как �OAE = 45°.
5) Из 	 A1EO находим

A1O = �A�1E�2�–�E�O�2�=
= ��c2�si�n�2�ϕ�–�c�2�c�o�s2�ϕ�= c �–�c�o�s�2�ϕ�.

6) V=SABCD �A1O=abc �–�c�o�s�2�ϕ�.
Для случая тупого угла

получается тот же результат.
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Объ м наклонной призмы 7.7

Все грани параллелепипеда — равные ромбы со
стороной a и острым углом 60°. Найдите объ м паралM
лелепипеда.

Р е ш е н и е.
Проекцией ребра AA1 является отрезок AK.
Пусть � A1AK = α, тогда

сos 60° = cos α � cos 30°, cos α = , sin α = �1�–�� = .

Из 	 AA1K: A1K = a sin α = . V =a2 sin 60° � = .a3 �2��
2

a �2��
�3�

a �2��
�3�

�2��
�3�

1
�
3

1
�
�3�

Рис. 7.4



Способ 2.
1) Пусть � A1AO = x, � A1AB = � A1AD = ϕ (рис. 7.4).

По условию �OAB = 45°, поэтому cos ϕ = cos x � cos 45°

(см. слайд 7.4). Отсюда cos x = �2� � cos ϕ.

2) sin x = �1�–�c�o�s2�x� = �1�–�2�c�o�s2�ϕ� = �–�c�o�s�2�ϕ�.

3) A1O = AA1 � sin x = c �–�c�o�s�2�ϕ�.

4) V = abc �–�c�o�s�2�ϕ�.
З а м е ч а н и е. На уроке достаточно ограничиться расM

смотрением случая острого угла ϕ. Можно показать, исM
пользуя неравенство AE < A1E, что при этом 45° < ϕ < 90°,
и поэтому cos 2ϕ < 0, так что под знаком корня стоит поM
ложительное число (– cos 2ϕ). В случае тупого угла ϕ

выполняется неравенство
90° < ϕ < 135°,

и поэтому снова cos 2ϕ < 0.
Задача 682. Докажите, что объ м наклонной призмы

равен произведению бокового ребра на площадь сечения
призмы плоскостью, перпенM
дикулярной к боковым р бM
рам и пересекающей их.

Р е ш е н и е.
1) Рассмотрим вначале треM

угольную призму. Пусть плосM
кости перпендикулярного сеM
чения MEK призмы и основаM
ния ABC пересекаются по
прямой PQ (рис. 7.5).

Прямая AA1 перпендикуM
лярна плоскости MEK, слеM
довательно, AA1 � PQ.

2) Проведем высоту A1O
призмы, тогда A1O � PQ.

3) Из условий PQ � AA1 и PQ � A1O следует, что
PQ � OA1A по признаку перпендикулярности прямой и
плоскости.

4) Пусть плоскость AA1O пересекает прямую PQ в точM
ке H, тогда угол AHM — линейный угол двугранного угM
ла AQPM. Обозначим величину угла AHM через ϕ, тогM
да из прямоугольного треугольника MAH получаем
�MAH = 90° – ϕ.

5) Треугольник MEK есть ортогональная проекция
треугольника ABC на плоскость перпендикулярного сечеM
ния призмы, поэтому SMEK = SABC � cos ϕ (см. задачу 212).

6) Заметим, что APQ � AMH, так как плоскость APQ
проходит через прямую PQ, перпендикулярную плоскоM
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сти AMH. Из перпендикулярности этих плоскостей слеM
дует, что высота A1O призмы пересекает линию AH пеM
ресечения плоскостей.

7) Из 	 A1AO находим A1O = AA1 � sin (90° – ϕ) = AA1 � cos ϕ.

8) Итак, V = SABC � A1O = � AA1 � cos ϕ = SMEK � AA1.

Для треугольной призмы утверждение доказано.
9) Произвольную наклонную призму можно разбить

на треугольные призмы с боковыми р брами такой же
длины, как у исходной призмы. Площадь перпендикуM
лярного сечения всей призмы равна сумме площадей
перпендикулярных сечений треугольных призм.

Отсюда следует справедливость утверждения задачи
для произвольной призмы.

Уроки № 46—47

Тема уроков: Объ м пирамиды

Основные задачи уроков

Рассмотреть теорему об объ ме пирамиды и, как следM
ствие, вывести формулу объ ма усеч нной пирамиды,
выработать навыки решения типовых задач на применеM
ние формул объ мов пирамиды и усеч нной пирамиды.

Примерный план проведения уроков

На первом уроке следует рассмотреть доказательство
теоремы об объ ме пирамиды. Используя текст учебниM
ка, нужно подробно разобрать, как получается выражеM
ние для площади сечения пирамиды

S (x) = � x2.

Вычислить интеграл V = �
h

0

� x2 dx учащиеся могут саM
мостоятельно.

На уроке следует рассмотреть задачи 684б, 685, 686б, в;
дома — задачи 684а, 686а, 687.

Второй урок нужно посвятить повторению вопросов
теории и решению задач 688б, 690, 694. При подведеM
нии итогов урока желательно использовать вопросы 4, 5
к главе VII и задачи 247, 249, аналогичные представM
ленным на слайдах 7.8 и 7.9.

Для работы дома — задачи 688б, 689, 691.

S
�
h2

S
�
h2

SMEK
�
cos ϕ
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На третьем уроке выводится формула объ ма усеч нM
ной пирамиды как следствие теоремы об объ ме пирамиM
ды. В учебнике предлагается вывести эту формулу самоM
стоятельно. Привед м краткую запись вывода формулы.
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7.8

Задача. Если боковые р бра пирамиды равны (или
составляют равные углы с плоскостью основания), то
вершина пирамиды проецируется в центр окружности,
описанной около основания пирамиды.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Треугольники MAO, MBO,

MCO, ... равны по катету и
гипотенузе (или по катету и
острому углу). Поэтому OA =
= OB = OC = ..., т. е. точка O —
центр окружности, описанM
ной около основания пираM
миды.

7.9

Задача. Если двугранные углы при основании пиM
рамиды равны (или равны высоты боковых граней,
провед нные из вершины пирамиды), то вершина пиM
рамиды проецируется в центр окружности, вписанной
в основание пирамиды.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Треугольники MKO, MEO,

MFO, ... равны по катету и
острому углу (или по катету
и гипотенузе), поэтому OK =
= OE = OF = ..., т. е. точка O —
центр окружности, вписанM
ной в основание пирамиды.



Объ м усеч нной пирамиды рассматриваем как разM
ность объ мов полной пирамиды и той, что отсечена от
не  плоскостью, параллельной основанию (рис. 7.6).

Поэтому

Vусеч. пир = S (h + x) – S1x = Sh + (S – S1) x. (1)

Из равенства

=

находим x = .

Подставляя это выражеM
ние для x в формулу (1), поM
сле преобразований получаем

V = h (S + S1 + �S�S�1�).

Для классной и домашней работы используются задаM
чи 697—700, выборочно задачи 692—696.

В конце второго урока проводится самостоятельная
работа контролирующего характера.

Самостоятельная работа № 7.2

Вариант 1

Задача 686а для l = 10 см, ϕ = 30°.

Вариант 2

Задача 688а для H = 10 см, β = 60°.

Задача 694. Основанием пирамиды является ромб со
стороной 6 см. Каждый из двугранных углов при осноM
вании равен 45°. Найдите объ м пирамиды, если е  выM
сота равна 1,5 см.

Р е ш е н и е.
1) По условию двугранные

углы при основании пирамиM
ды равны, поэтому вершиM
на пирамиды проецируется в
центр круга, вписанного в
ромб, т. е. в точку пересечеM
ния его диагоналей (рис. 7.7).

2) Угол MKO — линейный
угол двугранного угла с ребM
ром DC. Из 	MOK находим

MO = OK = 1,5 см.

1
�
3

h �S�1�
���
�S�– �S�1�

(h + x)2

�
x2

S
�
S1

1
�
3

1
�
3

1
�
3

1
�
3
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3) Провед м высоту ромба BF. BF = 2OK = 3 см.
4) Sосн = 6 � 3 = 18 (см2).

5) V = � 18 � 1,5 = 9 (см3).

Задача 698. Основания усеч нной пирамиды — равM
нобедренные прямоугольные треугольники, гипотенузы
которых равны m и n (m > n). Две боковые грани, содерM
жащие катеты, перпендикулярны к основанию, а третья
составляет с ним угол ϕ. Найдите объ м усеч нной пираM
миды.

Р е ш е н и е.
1) Пусть треугольники ABC

и A1B1C1 с прямыми углами C
и C1 — основания данной усеM
ч нной пирамиды. По услоM
вию две боковые грани пиM
рамиды перпендикулярны к
плоскости основания, поэтоM
му ребро CC1 перпендикулярM
но к плоскости основания
(рис. 7.8).

2) Провед м CD � AB, C1K � A1B1, тогда угол KDC —
линейный угол двугранного угла с ребром AB.

3) В равнобедренном прямоугольном треугольнике ACB
высота CD является одновременно медианой, провед нM
ной к гипотенузе, следовательно, CD = = . АналоM
гично доказывается, что C1K = .

4) Проведем KE � CD, тогда ED = CD – CE = . Из

треугольника KED получаем

KE = tg ϕ.

5) SABC = m � = , SA1B1C1
= .

6) Воспользуемся формулой объ ма усеч нной пираM
миды

V = h (S + S1 + �S�S�1�).

В нашем случае

S = , S1 = , h = tg ϕ,

поэтому

V = � tg ϕ � + + ��
�

����= (m3 – n3) tg ϕ.1
�
24

n2
�
4

m2
�
4
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�
4
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�
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Уроки № 48—49

Тема уроков: Объ м конуса

Основные задачи уроков

Рассмотреть теорему об объ ме конуса и е  следствие,
в котором выводится формула объ ма усеч нного конуса;
выработать навыки решения типовых задач на применеM
ние формул объ мов конуса и усеч нного конуса.

Примерный план проведения уроков

На первом уроке нужно рассмотреть теорему об объM
ме конуса и следствие, в котором выводится формула

объ ма усеч нного конуса. Пользуясь тем, что усеч нный
конус получается из полного конуса пут м отсечения от
него меньшего конуса, его объ м можно представить как
разность объ мов двух конусов (см. рис. 188 учебника):

Vусеч. кон = πr2 (h + x) – πr 2
1 x, где x = O1P,

Vусеч. кон = πr2 h + π (r2 – r 2
1 ) x. (1)

	PO1A1 
 	POA, следовательно, = , откуда x = .

Подставляя значение x в равенство (1), получаем

V = πh (r2 + rr1 + r 2
1 ) = h (S + S1+ �S�S�1�).

Полезно отметить, что формула объ ма усеч нного коM
нуса в точности такая же, как и формула объ ма усеч нM
ной пирамиды.

Второй урок следует посвятить решению задач.
Для работы на уроках и дома используются задачи

701—709, вопросы 6—8 к главе VII.
На втором уроке можно провести самостоятельную раM

боту.

Самостоятельная работа № 7.3

Вариант 1

1. Апофема правильной треугольной пирамиды равна
4 см, а двугранный угол при основании равен 60°. НайM
дите объ м пирамиды.

2. В цилиндр вписана призма. Основанием призмы
служит прямоугольный треугольник, катет которого раM
вен 2a, а прилежащий угол равен 60°. Диагональ больM
шей боковой грани призмы составляет с плоскостью е
основания угол 45°. Найдите объ м цилиндра.

1
�
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1
�
3

r1h
�
r – r1

r
�
h + x

r1
�
x
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Вариант 2

1. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды
равно 6 см и составляет с плоскостью основания угол
60°. Найдите объ м пирамиды.

2. В конус вписана пирамида. Основанием пирамиды
служит прямоугольный треугольник, катет которого раM
вен 2a, а прилежащий угол равен 30°. Боковая грань пиM
рамиды, проходящая через данный катет, составляет с
плоскостью основания угол 45°. Найдите объ м конуса.

Ответы:
Вариант 1. 1. 24 см3. 2. 16πa3.

Вариант 2. 1. 20,25 см3. 2. .

§ 4. ОБЪ М ШАРА И ПЛОЩАДЬ СФЕРЫ

Уроки № 50—52

Тема уроков: Объ м шара. Объ мы шарового
сегмента, шарового слоя и шарового сектора.

Площадь сферы

Основные задачи уроков

Вывести формулы объ ма шара и площади сферы, поM
казать их применение при решении задач, познакомить
учащихся с формулами для вычисления объ мов частей
шара — шарового сегмента, шарового слоя и шарового
сектора.

Примерный план проведения уроков

На изучение п. 82 «Объ м шара» целесообразно отвеM
сти один урок.

Сначала нужно вывести формулу объ ма шара, затем
показать е  применение при решении задач. ДоказательM
ство этой формулы с помощью определ нного интеграла
не вызывает затруднений у учащихся.

Для работы на уроке и дома используются задачи
710—714, вопросы 9—11 к главе VII.

В практических приложениях часто указывается диаM
метр шара, поэтому в процессе решения задач формулу
объ ма шара полезно записать в таком виде:

V = π � �3
= πD3, где D — диаметр шара.

В конце урока провести математический диктант.

1
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D
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4πa3 �3�
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Математический диктант № 7.2

1. Вычислите объ м шара, если его радиус R = 6 см
(5 см).

2. Вычислите диаметр шара, если его объ м V = 36π

� �.

3. Объ м шара равен (288π). Найдите площадь

большого круга (длину окружности большого круга).
4. В цилиндр вписан шар радиуса R = 1. Найдите отM

ношение Vцил : Vшара. (R = 2. Найдите отношение Vшара : Vцил.)
5. Для вычисления объ ма шара ученик предложил

свою формулу: V= 2 �
R

0

π (R2 – x2) dx �V = 2 �
0

–R

π (R2 – x2) dx�.

Какие он должен дать пояснения, подтверждающие
правильность этой формулы?

Содержание п. 83 «Объ мы шарового сегмента, шароM
вого слоя и шарового сектора» адресовано в первую очеM
редь учащимся, проявляющим повышенный интерес
к математике. На эти вопросы достаточно отвести один
урок: нужно ввести понятия шарового сегмента, шаровоM
го слоя, шарового сектора и обсудить подходы к выводу
формул объ мов этих тел. Далее нужно показать примеM
нение этих формул, решая выборочно задачи 715—721.
Вывести формулы учащиеся могут самостоятельно во
внеурочное время.

В качестве справочного материала на уроках можно
использовать слайд 7.10.

256π

�
3

32π

�
3

213

7.10

Шаровой сегмент

Vсегм = πh2 �R – h�1
�
3

Шаровой cлой

Vслоя = Vсегм – Vсегм
AmD BmC

Шаровой сектор

Vсект = πR2h2
�
3



На изучение п. 84* «Площадь сферы» отводится один
урок, на котором нужно вывести формулу площади сфеM
ры. Для классной и домашней работы можно использоM
вать задачи 722—724, вопросы 12—14 к главе VII.

Возможен другой вывод формулы площади сферы.
Наряду со сферой радиуса R рассмотрим сферу с тем

же центром и радиусом R + ΔR (рис. 7.9). Объ м ΔV тела,
заключ нного между двумя сферами, равен разности
объ мов шаров с радиусами R + ΔR и R, т. е.

ΔV = π (R + ΔR)3 – πR3 = π (3R2 � ΔR + 3R � (ΔR)2 + (ΔR)3).

Разделим ΔV на ΔR и устремим ΔR к нулю. Наглядные
представления подсказывают, что при ΔR � 0 отношение

стремится к площади S сферы. Таким образом,

S = lim
ΔR �0

= lim
ΔR �0

π (3R2 + 3R � ΔR + (ΔR)2) = 4πR2.

Задача 716. Два равных шара расположены так, что
центр одного лежит на поверхности другого. Как отноM
сится объ м общей части шаров к объ му данного шара?

Р е ш е н и е.
1) Обозначим радиус шара через R, тогда AC = CB =

(рис. 7.10). Общая часть шаров состоит из двух равных
шаровых сегментов с высотой h = .

2) Воспользуемся формулой Vсегм = πh2 �R – h�.

При h = получаем Vсегм = π � �R – � �= .

3) Vобщей части = ; = .5
�
16
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Задача 724. Докажите, что площадь сферы равна
площади полной поверхности конуса, высота которого
равна диаметру сферы, а диаметр основания равен обраM
зующей конуса.

Р е ш е н и е.
1) Осевое сечение конуса есть равносторонний треM

угольник ABC (рис. 7.11). Обозначим длину отрезка AD
через r, тогда AB = 2r, BD = r �3�.

2) По условию R = = , где R — радиус сферы.

3) Вычисляем площади полной поверхности конуса и
сферы:

Sкон = πr � 2r + πr2 = 3πr2, Sсферы = 4πR2 = 4π � = 3πr2.

Итак, Sсферы = Sкон.

Задача 753. В усеч нный конус, радиусы оснований
которого равны r и r1, вписан шар. Найдите отношение
объ мов усеч нного конуса и шара.

Р е ш е н и е.
1) Осевое сечение усеч нного конуса, в который впиM

сан шар, изображено на рисунке 7.12. Пусть CE = r1,
KD = r, тогда CM = r1, DM = r, DC = r + r1.

2) Проведем CF � KD, тогда FD = r – r1. Из 	CDF наM
ходим:

CF = �(r�+�r1�)2�–�(r�–�r1�)2� = 2 �rr�1�.

3) Найдем радиус шара: R = = = �rr�1�. ИспольM

зуя формулы объ мов усеч нного конуса и шара, полуM
чаем

= = .
r2 + rr1 + r2

1
��

2rr1

�
1
3

� π � 2 �rr�1�(r2 + rr1 + r2
1)

�����

�
3
4

� π (�rr�1�)3

Vусеч. кон
���

Vшара
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�

2
EK
�

2

3r2
�
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Урок № 53

Контрольная работа № 7.1

Вариант 1

1. Диаметр шара равен высоте конуса, образующая
которого составляет с плоскостью основания угол 60°.
Найдите отношение объ мов конуса и шара.

2. Объ м цилиндра равен 96π см3, площадь его осевоM
го сечения — 48 см2. Найдите площадь сферы, описанM
ной около цилиндра.

Вариант 2

1. В конус, осевое сечение которого есть правильный
треугольник, вписан шар. Найдите отношение площади
сферы к площади боковой поверхности конуса.

2. Диаметр шара равен высоте цилиндра, осевое сечеM
ние которого есть квадрат. Найдите отношение объ мов
шара и цилиндра.

Ответы:
Вариант 1. 1. 2 : 3. 2. 100π см2.
Вариант 2. 1. 2 : 3. 2. 2 : 3.

Урок № 54

Зач т № 7. Объ мы тел

Карточка 1

1. Расскажите, как вводится понятие объ ма тела.
Сформулируйте основные свойства объ мов. Запишите
формулу объ ма прямоугольного параллелепипеда. ДокаM
жите теорему об объ ме прямой призмы.

2. Каждое ребро правильного тетраэдра равно a. НайM
дите объ мы тетраэдра и вписанного в него конуса.
(Можно решить задачу для a = 6.)

Карточка 2

1. Докажите теорему об объ ме цилиндра.
2. Апофема правильной четыр хугольной пирамиды

равна a, плоский угол при вершине равен α. Найдите
объ мы пирамиды и описанного около пирамиды конуса.
(Можно решить задачу для a = 3, α = 60°.)
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Карточка 3

1. Докажите теорему об объ ме наклонной призмы.
2. Высота правильной треугольной пирамиды равна

h, двугранный угол при основании равен α. Найдите
объ мы пирамиды и вписанного в пирамиду шара.
(Можно решить задачу для h = 3, α = 60°.)

Карточка 4

1. Докажите теорему об объ ме пирамиды.
2. Осевое сечение конуса — правильный треугольник

со стороной a. Найдите объ мы конуса и описанного окоM
ло него шара. (Можно решить задачу для a = 6.)

Карточка 5

1. Докажите теорему об объ ме конуса.
2. Диагональ правильной четыр хугольной призмы

равна a и составляет с плоскостью боковой грани угол α.
Найдите объ мы призмы и описанного около не  цилиндM
ра. (Можно решить задачу для a = 4, α = 30°.)

Карточка 6

1. Докажите теорему об объ ме шара.
2. Боковое ребро правильной шестиугольной пирамиM

ды равно a и составляет с плоскостью основания угол α.
Найдите объ мы пирамиды и вписанного в пирамиду коM
нуса. (Можно решить задачу для a = 2, α = 60°.)



МАТЕРИАЛЫ ПО ОРГАНИЗАЦИИ

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНОГО ПОВТОРЕНИЯ

И ПОДГОТОВКИ К ЕГЭ

На заключительное повторение курса геометрии отво-
дится 14 ч. Повторение следует организовать по темам,
обращая особое внимание на задачи такого типа, какие
предлагаются на Едином государственном экзамене. На
уроках повторения целесообразно провести самостоятель-
ные работы контролирующего характера.

Для уроков заключительного повторения предназна-
чены привед нные ниже слайды 8.1—8.14. Они отража-
ют основные теоретические вопросы курса стереометрии
10—11 классов.

Слайды ориентируют учителей на обсуждение с уча-
щимися различных способов решения одной и той же за-
дачи, на выбор рациональных способов.

Слайды 8.1—8.9 позволяют повторить многие вопро-
сы из первых разделов курса стереометрии: параллель-
ность и перпендикулярность прямых и плоскостей в про-
странстве, свойства многогранников.

Одновременно учащиеся повторяют и ряд вопросов по
планиметрии: формулы для вычисления периметров и
площадей треугольника, параллелограмма, ромба, трапе-
ции и др.

Слайды дают возможность экономно использовать вре-
мя урока, увеличивать число рассмотренных вопросов
теории и реш нных задач.

Наличие заданий различной трудности позволяет вес-
ти дифференцированную работу с учащимися при рас-
смотрении каждого слайда.

Все слайды содержат несколько заданий, которые
представляют собой последовательность частных вопро-
сов в процессе решения некоторой более общей задачи.
Например, в слайде 8.6 на построение сечения правиль-
ной четыр хугольной пирамиды необходимо последова-
тельно разобрать следующие вопросы: доказать, что се-
чение пирамиды указанной плоскостью есть трапеция,
что эта трапеция равнобедренная, вычислить высоту тра-
пеции и е  верхнее основание, затем вычислить площадь
трапеции.

Решение ряда задач должно завершаться заключени-
ем учителя об общих подходах к решению аналогичных
задач.

На слайде 8.10 представлена задача о вычислении уг-
ла между векторами, на слайдах 8.11—8.14 — задачи на
комбинацию тел.
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На уроках заключительного повторения необходима
целенаправленная работа по систематизации и углубле-
нию знаний учащихся по геометрии. Нецелесообразно
сокращать время на повторение курса геометрии в кон-
це учебного года, что иногда происходит в результате пе-
редачи части  уроков  курсу алгебры и начал  анализа.
Вместо этого полезно на уроках повторения геометрии
рассмотреть некоторые геометрические задачи на экстре-
мумы, решаемые введением вспомогательного угла. Та-
ким образом учащиеся познакомятся с ещ  одним спосо-
бом решения задач на экстремумы и получат дополни-
тельную подготовку к письменному экзамену по алгебре
и началам анализа. Одна из таких задач представлена на
слайде 8.9, другие задачи такого рода приведены ниже.

Задача 1. В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 A1C = 2 �2�. Какова должна быть длина
ребра BC, чтобы площадь четыр хугольника BCD1A1
была наибольшей?

Р е ш е н и е. Пусть �BOC = α

(рис. 8.1), SBCD1A1 = S (α).

Тогда S (α) = BD1 � CA1 � sin α =
= 4 sin α.

Заметим, что 0 < α < π и
S (α) имеет наибольшее значе-
ние, когда sin α = 1, т. е. когда

α = . При этом �BA1C = и 

BC = 2 �2� � sin = 2.

Задача 2. В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 AC = 2 �2� м, AA1 = 1 м. Найдите площадь
боковой поверхности параллелепипеда, имеющего наи-
больший объ м.

Р е ш е н и е. Пусть �CAB = α (рис. 8.2). Тогда BC =
= 2 �2� sin α, AB = 2 �2� cos α, V (α) = 2 �2� sin α � 2 �2� cos α � 1 =
= 4 sin 2α.

Заметим, что 0 < α < , поэтому 0 < 2α < π и V (α) имеет

наибольшее значение, если sin 2α = 1, т. е. α = . При

этом AB = 2 �2� � = 2, BC = 2, Sбок = 8 � 1 = 8 м2.

Привед м четыре задачи для самостоятельной работы
учащихся.
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Задача 3. В правильной треугольной призме ABCA1B1C1
A1B = 4 �2�. Какова должна быть длина ребра AA1, что-
бы площадь сечения призмы плоскостью AA1K, где K —
середина ребра BC, была наибольшей?

У к а з а н и е. Положить � A1BA =α и найти S (α) —
площадь сечения призмы плоскостью AA1K.

Задача 4. Радиус основания конуса равен 3, а высота
конуса равна �3�. Найдите наибольшую площадь сечения,
проходящего через две образующие конуса.

У к а з а н и е. Образующая конуса l = 2 �3�. Угол при
вершине осевого сечения конуса равен . Пусть S (α) —
площадь сечения, проходящего через две образующие

с углом α между ними. Тогда S (α) = 6 sinα, где 0 <α� .

S (α) имеет наибольшее значение при α= . При этом

S � �= 6, что является ответом к задаче.

Иногда ошибочно полагают, что наибольшую площадь
имеет осевое сечение конуса. В данной задаче это не так:
Sосев. сеч = 3 �3� < 6.

На уроках заключительного повторения следует обра-
тить внимание на применение векторов при решении
планиметрических и стереометрических задач. На кон-
кретных задачах важно показать эффективность вектор-
ного метода по сравнению с традиционными методами.
Привед м примеры.

Задача 5. Гранями параллелепипеда являются равные
ромбы со стороной a и острым углом α. Найдите длину
большей диагонали ромба.
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Р е ш е н и е. Введ м обозначения: AB
�

= a�, AD
�

= b
�

, AA1

�
= c�,

AC1

�
= d

�
(рис. 8.3). Тогда

d
�

= a
�

+ b
�

+ c
�

, AC1 = � d
�

� = �(a
���+�b

��+�c
��)2� = �3�a�2�+�6�a�2�c�o�s�α�.

Задача 6. Найдите угол между медианами, проведен-
ными к катетам равнобедренного прямоугольного тре-
угольника.

Р е ш е н и е. Пусть OAB — данный треугольник с ка-
тетами OA = OB = 1, AD и BK — его медианы, ϕ — угол
между ними, т. е. угол между прямыми, на которых ле-
жат медианы. Введ м систему
координат, как показано на ри-
сунке 8.4.

Тогда A (0; 1), B (1; 0),
K (0; 0,5), D (0,5; 0), поэтому

AD
�

{0,5; – 1}, KB
�

{1; – 0,5},

� AD
�

� = � KB
�

� = , AD
�

� KB
�

= 1,

следовательно,

cosϕ= = , ϕ= arccos .

Рекомендации по проведению уроков
заключительного повторения и организации
домашней работы учащихся

На этих уроках можно использовать задания из раз-
делов учебника: «Разные задачи на многогранники, ци-
линдр, конус и шар» (748—763), «Задачи для повторения»
(764—767), «Задачи повышенной трудности» (768—815)
для работы с сильными учащимися. Для всего класса
пригодятся задачи из соответствующих разделов учебни-
ка по теме повторения, задачи подготовительного харак-
тера. Эти задачи составляются или подбираются учите-
лем, некоторые задачи такого рода приведены ниже в ре-
комендациях к урокам.
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Уроки № 55—56

Используя текст учебника, нужно повторить аксиомы
стереометрии и их следствия. Это имеет важное значе-
ние как для рассмотрения вопросов теории, так и для ре-
шения задач, в частности на построение  сечений много-
гранников. Затем рассматриваются доказательство при-
знака параллельности прямой и плоскости, определение
скрещивающихся прямых, доказательства признака скре-
щивающихся прямых и признака параллельности двух
плоскостей. Использование понятий угла между скрещи-
вающимися прямыми и перпендикулярности скрещива-
ющихся прямых позволяет дать экономные решения
многих задач на вычисление площадей поверхностей и
объ мов тел.

Для организации классной и домашней работы уча-
щихся можно использовать по теме уроков задачи 47,
103, а кроме того, 750—753.

На этих же уроках полезно рассмотреть задачи на по-
строение сечений многогранников, например задачу 106.
С этой же целью можно использовать слайды 8.1—8.6.

При этом имеется возможность повторить широкий
круг теоретических вопросов по теме уроков.
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8.1

MABC — правильная треугольная пирамида,
AB = a, MB = 2a.

1. Постройте сечение пи-
рамиды плоскостью, прохо-
дящей через середины р бер
AB и AC параллельно грани
MBC.

2. Вычислите периметр се-
чения.

3. Вычислите высоту KF
сечения.

4. Укажите различные спо-
собы вычисления площади се-
чения.

УРОКИ ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНОГО ПОВТОРЕНИЯ
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8.2

MABC — правильная треугольная пирамида, точM
ка O — центр окружности, вписанной в основание.

1. Постройте сечение пирамиды плоскостью, проM
ходящей через точку O параллельно р брам BC и AM.

2. Докажите, что сечение DEKF — прямоугольM
ник.

3. Вычислите площадь сечения, если AB = a, MA = b.
4. Вычислите величину двугранного угла при осноM

вании пирамиды, если AB = 6, MO = 3.

8.3

ABCDA1B1C1D1 — правильная четыр хугольная призM
ма, K � BC, BK : KC = 1 : 2.

1. Постройте сечение призмы плоскостью, прохоM
дящей через точки A, A1 и K.

2. Докажите, что сечение AA1K1K — прямоугольM
ник.

3. Найдите площадь сечения, если AB = a, AA1 = 3a.
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8.4

ABCDA1B1C1D1 — куб, M � AB, N � BC, K � DD1.

1. Постройте сечение куба плоскостью, проходяM
щей через точки M, N, K.

2. Объясните, как можно использовать условия
KF � NE, MF � EK при построении сечения.

8.5

MABCD — правильная четыр хугольная пирамида.
Через диагональ AC основания проведена плоскость
перпендикулярно к ребру MD.

1. Докажите, что сечение KAC — равнобедренный
треугольник.

2. Докажите, что отрезок KO является высотой
треугольника KAC.

3. Вычислите угол MDO и SAKC, если AB = a, 
MD = a �2�.

4. Верно ли, что � AKC = 2 arctg ?2
�
�3�



Задача 7. ABCDA1B1C1D1 — куб с ребром, равным 4 см.

а) Постройте сечение куба
плоскостью, проходящей через
точки K, C и D1, где K — сереM
дина ребра AB.

б) Вычислите периметр P сеM
чения.

Р е ш е н и е.
а) Искомое сечение заштриM

ховано на рисунке 8.5.
б) D1C = 4 �2�,

KE = 2 �2�,
D1E = CK = �1�6�+�4� = 2 �5�;
P = 4 �2� + 2 �2� + 2 � 2 �5� =

= 6 �2� + 4 �5�.
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8.6

MABCD — правильная четыр хугольная пирамида.
Через сторону BC основания проведена плоскость, пеM
ресекающая противоположную грань пирамиды.

1. Докажите, что:
а) KE � BC;
б) 	 ABK = 	DCE, BK = CE;
в) сечение BKEC — равнобедренная трапеция.
2. Составьте план вычисления площади трапеции,

если AB = a, �MPO = α, FN � MAD.

D

Рис. 8.5



Урок № 57

Рассматривается доказательство признака перпенди-
кулярности прямой и плоскости. Отметим, что в учебни-
ке изложен обобщ нный признак перпендикулярности
прямой и плоскости (в условии теоремы говорится о пер-
пендикулярности прямой к двум произвольным пересе-
кающимся прямым, лежащим в плоскости, но необяза-
тельно проходящим через точку пересечения прямой и
плоскости; см. рис. 48, а учебника).

По аналогии с этим можно рассмотреть о б о б щ н н у ю
т е о р е м у  о  т р х  п е р п е н д и к у л я р а х (см. рис. 53
учебника):

Если отрезок HM — проекция на плоскость α наклон-
ной AM, а прямая a лежит в плоскости α и перпенди-
кулярна к HM (при этом прямая a может не проходить
через точку M), то a � AM.

Справедливость теоремы доказывается так же, как в
п. 20: так как a � AHM, то a � AM.

Для организации классной и домашней работы уча-
щихся можно использовать задачи 150, 158, 748, 749,
слайд 8.7.
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8.7

ABCA1B1C1 — наклонная призма, ABC — правиль-
ный треугольник, � A1AB = � A1AC =α, AB = a, AA1 = 2a.

1. Докажите, что грань BB1C1C — прямоугольник.
2. Вычислите площадь грани AA1B1B.
3. Вычислите площадь поверхности призмы.
4. Составьте план вычисления объ ма призмы.



Урок № 58

Рассматриваются понятие двугранного угла, доказа-
тельство признака перпендикулярности двух плоскостей,
свойство прямоугольного параллелепипеда.

Полезно обратить внимание учащихся на следующее
обстоятельство, используемое при решении задач: если в
прямом двугранном угле провести перпендикуляр из
произвольной точки одной грани к ребру, то он будет яв-
ляться перпендикуляром к другой грани.

Для организации классной и домашней работы уча-
щихся можно использовать задачи 212, 216, 754, 755,
слайд 8.8, задачи подготовительного характера. При-
вед м одну из таких задач.

Задача 8. Основанием пирамиды MABC является равно-
сторонний треугольник ABC со стороной a. Грань MAB
равнобедренный  треугольник, плоскость которого пер-
пендикулярна к плоскости основания пирамиды, MA =

= MB = . Найдите углы наклона боковых граней пи-

рамиды к е  основанию.

a �7�
�

4
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8.8

Основание наклонной призмы — равнобедренный
треугольник ABC, AB = AC, � A1AB = � A1AC. Плос-
кость KBC перпендикулярна к ребру AA1.

1. Объясните, как построить линейный угол дву-
гранного угла между плоскостями ABC и KBC.

2. Найдите SKBC, если SABC = 20 см2, � ADK = 60°.
3. Найдите объ м призмы, если SKBC = 10 см2,

AA1 = 5 см.



Р е ш е н и е. Высоты треM
угольников ABM и ABC, проM
вед нные из вершин M и C,
являются одновременно медиM
анами, поэтому пересекаются
в одной точке D (рис. 8.6).
Угол MDC — линейный угол
двугранного угла с ребром AB,
поэтому �MDC = 90°.

Провед м DK � AC и отреM
зок MK. Тогда AC � MK по 
теореме о тр х перпендикулярах. �MKD — линейный
угол двугранного угла с ребром AC. Пусть �MKD = β.

Из треугольника MAD находим MD = ���
–

��
= .

Из треугольника AKD получаем KD = sin 60° = .

Из треугольника MKD имеем tg β = = 1, β = 45°.

Уроки № 59—60

Повторяется материал, связанный с понятиями мноM
гогранника, призмы, пирамиды (полной и усеч нной),
рассматривается вывод формул для вычисления площаM
дей поверхностей многогранников.

Для классной и домашней работы можно использоM
вать по теме уроков задачи 229, 230, 242, 248, а также
привед нные выше задачи на экстремумы 1—4, решаеM
мые введением вспомогательного угла, и слайд 8.9. КроM
ме того, можно использовать задачи 756, 757, 758, 764—
767.

Урок № 61

Повторяются понятие вектора в пространстве, дейстM
вия над векторами, правило параллелепипеда, рассматM
риваются решения простейших задач в координатах,
скалярное произведение векторов.

Для классной и домашней работы можно использовать
задачи 361, 369, 407, 426, 443, 462, слайд 8.10, а такM
же подготовительные задачи 5 и 6, привед нные выше.

MD
�
KD

a �3�
�

4
a
�
2

a �3�
�

4
a2
�
4

7a2
�
16
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Рис. 8.6
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8.9

Основанием пирамиды MABCD служит прямоM
угольник, MA — высота пирамиды, MC = 5 �2�. Какова
должна быть длина ребра BC, чтобы площадь грани
MBC имела наибольшее значение?

Р е ш е н и е. Введ м обозначения: �CMB = α,
SMBC = S (α).

1) 	MBC прямоугольный.
2) MB = 5 �2� cos α, 
BC = 5 �2� sin α,
S (α) = 12,5 sin 2α.

3) 0 < α < , 0 < 2α < π.

S (α) имеет наибольшее знаM
чение, если sin 2α = 1, т. е.
α = . При этом BC = 5.

4) Докажите, что если BC =
= 5, то AB < BC.

π

�
4

π

�
2

8.10

Дан куб ABCDA1B1C1D1, ребро которого равно 1. 

Найдите угол между векторами DA1

�
и DM

�
, где точка

M — середина ребра CC1.
Р е ш е н и е. Способ 1.
Введ м систему координат,

как показано на рисунке. Тогда
D (0; 0; 0), A1 (0; 1; 1),

M (1; 0; 0,5),

DA1

�
{0; 1; 1}, DM

�
{1; 0; 0,5},

cos ϕ = = .

Способ 2.

DA
�

= a�, DC
�

= b
�

, DD1

�
= c�.

DA
�

1 � DM
�

= (a�+ c�) � (b
�

+ 0,5c�) = 0,5;

� DM
�

� = �1�,2�5�, � DA1

�
� = �2�, cos ϕ = = .

Дайте необходимые пояснения.

1
�
�1�0�

DA1
�

� DM
�

��

� DM
�

� � � DA1
�

�

1
�
�1�0�

1 � 0 + 0 � 1 + 0,5 � 1
���

�1�,2�5� � �2�



Урок № 62

Повторяется материал, связанный с понятием цилинд-
ра, конуса, сферы и шара, формулами площадей поверх-
ностей цилиндра и конуса, уравнением сферы, взаимным
расположением сферы и плоскости. Используются выбо-
рочно задачи 527, 535, 543, 551, 562, 580, 590, 594, 759,
а также подготовительные задачи, привед нные ниже.

Задача 9. В конус вписана пирамида MABC, основа-
нием которой служит прямоугольный треугольник с ка-
тетами AB = 12 см и BC = 16 см. Двугранный угол при
катете BC равен 60°. Найдите: а) площадь грани MBC;
б) площадь боковой поверхности конуса.

Задача 10. Высота конуса равна h, образующая рав-
на l. Найдите радиус описанного около конуса шара.

Уроки № 63—64

Рассматриваются формулы объ мов прямой призмы,
цилиндра, наклонной призмы, пирамиды, конуса и ша-
ра. Используются выборочно задачи 691, 697, 706, 760—
767, слайды 8.11, 8.12, 8.13, 8.14.
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8.11

В усеч нный конус вписан шар. Докажите, что
площадь сферы меньше площади боковой поверхности
конуса.

Р е ш е н и е. Введ м обозначения:

OE = r, KC = r1, ED = r2, CD = l, �CDF =α.

Тогда Sсферы = 4πr2, r1 + r2 = l (объясните почему),

l = , Sусеч. кон = π (r1 + r2) l = πl2 = π � ;

= sin2α< 1.
Sсферы

���
Sусеч. кон

4r2
�
sin2

α

2r
�
sinα
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8.12

Высота правильной четыр хугольной пирамиды
равна 8 см, боковое ребро равно 12 см. Найдите объ м
описанного шара.

Р е ш е н и е.

MN — диаметр сферы.

= , = ,

R = 9, V = 972π.

Дайте необходимые пояснеM
ния.

12
�
8

2R
�
12

MA
�
ME

MN
�
MA

8.13

Ребро правильного тетраэдра равно 12 см. Найдите
радиусы описанного и вписанного шаров и объ м впиM
санного шара.

Р е ш е н и е. В правильном тетраэдре центры опиM
санного и вписанного шаров совпадают (объясните поM
чему). Пусть O — центр этих шаров.

Способ 1.

Пусть � AKD = α, sin α = = , cos α = , tg α = .

Из 	MOD: MO = = 3 �6�, т. е. R = 3 �6�.

Из 	EOK: EO = EK � tg α = 2 �3� � = �6�, т. е. r = �6�.

V = πr3 = 8π �6�.

Способ 2.

Треугольник MAN прямоM
угольный, = .

Способ 3.

	MAE 
 	MDO, = .

Продолжите решения в споM
собах 2 и 3.

MD
�
MO

ME
�
MA

MA
�
ME

MN
�
MA

4
�
3

1
�
�2�

6
�
cos α

1
�
�2�

�2��
�3�

1
�
�3�

AD
�
AK



Уроки № 65—68

В соответствии с учебным планом по математике на
изучение геометрии в 11 классе отводится 68 ч, поэтому
в планировании учебного материала резервными являютM
ся уроки № 65—68.

Ниже приведены краткие решения нескольких задач
из раздела учебника «Задачи повышенной трудности».
Они предназначены для работы с учащимися, котоM
рые проявляют повышенный интерес к изучению геоM
метрии.

Задача 770. Все плоские углы тетраэдра OABC при
вершине O равны 90°. Докажите, что площадь треугольM
ника AOB равна среднему геометрическому площадей
треугольников ABC и O1AB, где O1 — проекция точки O
на плоскость ABC.

Р е ш е н и е. По условию OC � OA и OC � OB (рис. 8.7),
поэтому OC � AOB. Провед м OD � AB, тогда CD � AB (по
теореме о тр х перпендикулярах). Высота в треугольниM
ке COD, провед нная из вершины O, является перпендиM
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8.14

В прямую треугольную призму, основанием котоM
рой служит правильный треугольник со стороной a,
вписан шар. Найдите площадь сферы.

Р е ш е н и е. Шар касается боковых граней и осноM
ваний призмы. Высота призмы равна диаметру шара.

Проекция шара на плоскость основания призмы
есть круг, вписанный в треугольник ABC.

Вычислим радиус этого круга: r = . Поэтому

Sсферы = .

Дайте необходимые пояснения.

πa2
�

3

a
�
2 �3�



куляром к плоскости ABC (объM
ясните почему), поэтому основаM
ние этой высоты есть проекция
точки O на плоскость ABC
(точка O1).

Далее,

SAOB = AB � OD, SABC = AB � CD,

SO1AB = AB � O1D.

Требуется доказать, что

SAOB = �S�AB�C�� S�O1
�AB�, т. е.

OD = �C�D�� O�1D�.
Но это равенство действительно верно, так как катет OD

в прямоугольном треугольнике COD есть среднее геометM
рическое гипотенузы CD и проекции O1D этого катета на
гипотенузу.

Заметим, что в решении задачи не использовалось усM
ловие, что � AOB = 90°, т. е. это условие является лишM
ним. Утверждение справедливо, если только плоские угM
лы AOC и BOC равны 90°.

Задача 777. Комната имеет форму куба. Паук, сидяM
щий в середине ребра, хочет, двигаясь по кратчайшему
пути, поймать муху, сидящую в одной из самых удал нM
ных от паука вершин куба. Как должен двигаться паук?

Р е ш е н и е. Положения паука (P) и мухи (M) изобраM
жены на рисунке 8.8, а. Один из возможных путей пауM
ка состоит из отрезков PQ (в плоскости грани ABCD) и MQ

1
�
2

1
�
2

1
�
2
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Рис. 8.7

Рис. 8.8



(в плоскости грани AKMB). Как выбрать точку Q на ребM
ре AB, чтобы путь PQM был наименьшим при движении
по этим двум граням? Чтобы ответить на этот вопрос и
найти другие возможные пути паука, рассмотрим разM
в ртку куба (рис. 8.8, б).

Ясно, что путь PQM будет наименьшим при движеM
нии по указанным граням, если в качестве точки Q взять
точку пересечения отрезков PM и AB. Если ребро куба
равно a, то путь PQM в этом случае равен

l1 = �a��2�+
�����2�

= a.

Два других возможных пути паука, представленные
на рисунке 8.8, б, имеют следующие длины:

l2 = �(2�a�)2�
+
�����2�

= a,

l3 = �a�2�+
�����a��2�

= a.

Наименьшим из рассмотренных тр х путей является
первый.

Можно иначе развернуть куб и указать другие возM
можные пути паука. В частности, возможен путь длиной
l1 по граням AKLD и AKMB, но пути более короткого,
чем l1, нет.

Задача 778. Докажите, что в кубе можно вырезать
сквозное отверстие, через которое можно протащить куб
таких же и даже больших размеров.

Р е ш е н и е. Пусть дан куб ABCDA1B1C1D1 со стороной a.
Провед м плоскость, перпендикулярную диагонали A1C
куба, так, чтобы в сечении получился правильный шестиM

угольник KLMNPT со стороной a . (Его вершины явM

ляются серединами р бер куба.) Спроецируем куб на
плоскость сечения. Получится правильный шестиугольM
ник A�B�B1�C1�D1�D �, вершинами которого являются проекM
ции соответствующих вершин куба. (Обоснуйте это утM
верждение.)

На рисунке 8.9, а показано построение шестиугольM
ника A�B�B1�C1�D1�D�, а на рисунке 8.9, б дано его отдельM
ное изображение. Сторона этого шестиугольника равна

, а диаметр вписанной окружности равен a �2�, т. е.

равен диагонали грани куба. Поэтому если взять за ось
отверстия диагональ A1C куба, то это отверстие можно
сделать квадратным со стороной, несколько большей a.
В это отверстие можно протащить куб, ребро которого
равно или даже немного больше a.

a �6��
3

�2��
2

�2�9�
�

2
5
�
2

�1�7�
�

2
a
�
2

�1�3�
�

2
3a
�
2
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Рис. 8.9

К о м м е н т а р и й  к  р е ш е н и ю. Зададим учащимся
вопрос: «Можно ли в кубе вырезать сквозное отверстие
так, чтобы через него можно было протащить куб таких
же и даже больших размеров?»

Многие школьники дадут отрицательный ответ, дове-
ряя своему здравому смыслу, который говорит им, что од-
на вещь не может поместиться в другой такой же. В са-
мом деле, стакан не войдет в другой такой же, две оди-
наковые кастрюли друг в друга не войдут и т. д. Здесь
излишнее доверие к очевидности подводит учеников, так
как они неявно заменяют одну проблему другой.

На самом деле для ответа на вопрос задачи следует
сравнивать не объ мы, а линейные величины — ребро
куба со стороной возможного квадратного отверстия.

На рисунке 8.9, а выделен шестиугольник, который
является как бы тенью куба, отбрасываемой на плос-
кость, перпендикулярную к прямой A1C. Оказывается,
в эту «тень» можно вписать круг, в который, в свою оче-
редь, вписывается грань куба (см. рис. 8.9, б). Теперь
нетрудно сообразить, что если аккуратно вдоль оси A1C
проделать в кубе отверстие квадратного сечения со сто-
роной чуть больше, чем ребро куба (но не задевающее
границ «тени»), то сквозь это отверстие свободно прой-
д т куб такого же размера и даже чуть большего.

Задача 794. Все плоские углы тетраэдра OABC при
вершине O прямые. Докажите, что проекция вершины O
на плоскость ABC есть точка пересечения высот тре-
угольника ABC.

Р е ш е н и е. Пусть O1 — проекция вершины O на пло-

скость грани ABC. Докажем, что AO1

�
� BC
�

= 0 (рис. 8.10).
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В самом деле, AO1

�
� BC
�

= (AO
�

+ OO1

�
) � BC

�
= AO

�
� BC
�

, так как
OO1 � BC.

Но BC
�

= BO
�

+ OC
�

, поэтому

AO
�

� BC
�

= AO
�

� (BO
�

+ OC
�

) = AO
�

� BO
�

+ AO
�

� OC
�

= 0,

так как AO � BO и AO � OC по условию.

Итак, AO1

�
� BC
�

= 0, т. е. AO1 � BC. Аналогично доказыM
вается, что BO1 � AC и CO1 � AB. Следовательно, O1 —
точка пересечения высот треугольника ABC.

Задача 798. В тетраэдр с высотами h1, h2, h3, h4 впиM

сан шар радиуса R. Докажите, что = + + + .

Р е ш е н и е. Соединим центр O вписанного шара отрезM
ками с вершинами данного тетраэдра. Тетраэдр разобьетM
ся на четыре тетраэдра с общей вершиной O. В каждом
из этих тетраэдров высота, провед нная из вершины O,
равна R (радиус, провед нный в точку касания, перпенM
дикулярен к касательной плоскости), а основанием являM
ется грань данного тетраэдра. Поэтому объ м V данного
тетраэдра можно вычислить по формуле

V = R (S1 + S2 + S3 + S4),

где S1, S2, S3, S4 — площади его граней. Отсюда
получаем

= + + + .

C другой стороны,

V = h1S1, и поэтому = .

Аналогично

= , = , = .1
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Таким образом,

= + + + ,

что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е. Отметим, что аналогичное равенство
имеет место для любого треугольника:

= + + ,

где r — радиус вписанной в треугольник окружности,
h1, h2, h3 — высоты треугольника.

Задача 802. Плоскости AB1C1 и A1BC разбивают треM
угольную призму ABCA1B1C1 на четыре части. Найдите
отношение объ мов этих частей.

Р е ш е н и е. Введ м обозначения: V — объ м всей призM
мы ABCA1B1C1, V1, V2, V3 — объ мы пирамид A1ADD1,
A1DD1B1C1, ADD1BC соответственно, V4 — объ м многоM
гранника CDC1BD1B1 (рис. 8.11). Тогда

V1 + V2 = V, V1 + V3 = V, (1)

откуда V2 = V3.

Далее, DD1 — средняя линия треугольника AB1C1
(объясните почему), поэтому SB1D1DC1

= 3SAD1D, следоваM
тельно, V2 = 3V1. Отсюда с уч том равенства (1) получаем

V1 = V, V2 = V3 = V,

и, значит,

V4 = V – � + + � V = V.

Итак, V1 : V2 : V3 : V4 = 1 : 3 : 3 : 5.

Задача 803. Докажите, что 

объ м тетраэдра равен , 

где a и b — противоположные
р бра, а ϕ и с cоответственно
угол и расстояние между ними.

Р е ш е н и е. Пусть в тетраэM
дре DABC BC = a, AD = b, ϕ

и c — угол и расстояние межM
ду р брами BC и AD. ДостроM
им тетраэдр до треугольной
призмы ABCDB1C1 (рис. 8.12).
Тогда �B1BC = ϕ, ребро AD
параллельно плоскости грани
BB1C1C и расстояние между
ними равно c.

abc sin ϕ
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Объ м V тетраэдра DABC равен одной трети объ ма V �
призмы: V = V �. С другой стороны,

V � = SBB1C1C � с

(задача 733), а SBB1C1C = ab sin ϕ. Поэтому

V = � ab sin ϕ � с = abc sin ϕ.

Задача 811. В конус вписан шар. Докажите, что отM
ношение объ мов конуса и шара равно отношению плоM
щадей полной поверхности конуса и сферы, являющейM
ся границей шара.

Р е ш е н и е. Способ 1.
На рисунке 8.13, а изображено осевое сечение конуM

са, в который вписан шар радиуса R. Требуется докаM
зать, что

= , или = = = R.

Пусть h — высота конуса, r — радиус основания, l —
образующая, 2α — угол при вершине осевого сечения.
Тогда

h = R + = R, r = h tg α = R,

l = = R.1 + sin α
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Поэтому

Vк = πr2h = π R3, Sк = πrl + πr2 = π R2,

откуда = R, что и требовалось доказать.

Способ 2.

Равенство = R можно доказать без сложных выM

числений. Рассмотрим правильную пирамиду, описанM
ную около конуса (рис. 8.13, б). Шар, вписанный в коM
нус, является вписанным и в эту пирамиду. Соединим
центр шара (точку O) отрезками со всеми вершинами пиM
рамиды. Пирамида разобь тся на несколько пирамид
с общей вершиной O и равными R высотами, проведенM
ными из вершины O. Поэтому объем Vп пирамиды равен

RSп, где Sп — площадь полной поверхности пирамиды, 

откуда = R, т. е. для любой описанной пирамиды отM

ношение имеет одно и то же значение, равное R.

Будем теперь неограниченно увеличивать число сторон
основания описанной пирамиды. Тогда е  объ м и плоM
щадь поверхности будут стремиться соответственно к объM

му и площади полной поверхности конуса. В пределе

получим = R.1
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